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1. Introduction

1.1. Présentation du sujet
L'objectif est de définir une somme de deux points, M et N, sur une courbe. Le résultat de cette
addition est un point P dont la définition varie selon les cas. On noteraM @ N = P.

1.2. Résultats

Selon la courbe choisie et la définition choisie, les propriétés habituelles des sommes sont ou non
conservées (associativité, commutativité, élément neutre et opposé). Toutes les additions sur une
courbe ne se valent pas.

2. La fonction carré

2.1. Travail avec I’axe des ordonnées
Considérons deux points M et N sur la parabole de la fonction carré. On choisit de définir le point P,

tel que M @ N = P, comme étant le point d’intersection de la droite (MN) avec I'axe des ordonnées.

Nous avons utilisé deux approches, le théoreme de Thalés et I’équation de droite, pour trouver une
formule qui définit 'ordonnée de P.



2.1.1. Recherche d’une formule avec le théoreme de Thales
On se place dans un repere orthonormé (on a besoin d’une unité de longueur donc il faut que ce soit

la méme sur les deux axes). Le point M a pour coordonnées (x,; x5,2 ) et N(xy; x5 2 ). On les choisit
distincts.

e 1°cas:Six,” < xy? etlesdeux points M et

N sont de chaque c6té de I'axe des ordonnées.
(voir fig. 1)
La propriété de Thales donne ici :2 = %

C’est-a-dire :
_xM a

—xy +xy  xn—xpyl
—xmx(xn’—xp?)
-Xpmt+tXn

Donca =

Oryp = a + x>

—xpy X (% = xy®) 5
yp = + xym
—Xp + Xy
=y X (oy + xy) (xy — xXpy) 2
yp = + X
XN — XM )
yp = —xy X (xy + xy) + xy
yp == _xM X xN _.X'M2 + xMZ
Fig. 1 4 Yp = —Xpm X Xy

e 2®Mmecas: Six,? > xy? etles deux points sont de
chaque c6té de I'axe des ordonnées (voir fig. 2)
méme travail en faisant attention aux signes car il s’agit

de longueurs (positives) :

a
b
Xy a

Xy + (—xp)  xXu® — Xy

Q| o

2

_ Xy X (ey® = xn®)

xy + (—xp)

Or yp=a+xy?

Vo = xy X (0 = x5%)
p =

xy + (=xum)
_xy X (o +xy) (g — xy) 4 o2

+ xp?

= x
yp Xy —Xnt N
Fig.2 Xy X (xm +2xp) (D) (xy — xp1) 2
yp = +xy
XN—Xy
yp = —xy X (xy + xy) + xy°
yp = _xN X xM - XNZ + xNZ
Yp = XNy X Xy
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; e 3®mecas: Sixy,% > xy? etles deux points sont &
‘ gauche de I'axe des ordonnées

On appelle a la longueur entre P et l'origine du
repere.

méme travail (Thales) :
—xy xyita

M —xy  xylta
2 — 2
xy(xy” + a) = xy(xy* + a)
i Xy Xxyl+txy Xa=xyXxy2+xy Xa
Xy Xa—2Xy Xa=xy Xxy®—xy X x>
alxy — xp) = xy X xp (X — Xpr)
a=xN><xM

: Ordanscecas, yp = —a
Yp = —Xny X Xy

Et on peut faire exactement pareil en échangeant les
lettres M et N si x5 < xp>

Fig.3

e4®me cas Sj x> xy? les deux points a droite de I'axe
des ordonnées

(on a le symétrique du dessin précédent)
2
Xy Xy ta
Xy xy+a

xy(xpy? + a) = xy(xy? +a)
Xy XXyl +xy Xa=xy Xxy2+xyXa
" XN XA — Xy Xa=xy Xxy>—xy X Xy’
= alxy —xp) = xy X xp (Xy — Xpr)
a=xy X xy

R Ordanscecas, yp = —a
Yp = —XN X Xy

Et on peut faire exactement pareil en échangeant les
lettres M et N si x5 < xp>

Fig.4

Conclusion : dans tous les cas, quand les deux points M et N sont distincts, on obtient grace a la

propriété de Thalés que : yp = —xy X xXp.

2.1.2. Recherche d’une formule avec I’équation de droite

On se place dans un repére orthogonal. Le point M a pour coordonnées (x,,; x3;2 ) et N(xy; xy 2 ). On
les chaoisit distincts. (Voir figures 1, 2, 3 ou 4)
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On considere la droite (MN) d’équationy = ax + b

. A - X2 —x% (Gep—xpn) (xpr+28)
Onsaitquea = 2 = 2M2IN _ ZM7IN _ AMTINZIMTEN
Ax XM—XN XM—XN XM—XN

=xM+xN

Le point M est sur cette droite donc y,; = axy, + b ce qui revienta : xZ = (xp + xy)xy + b
Soit x4 = x4 + xyxy + b

Et on en déduit que b = —xyxy
L'ordonnée a I'origine de la droite (MN) est b = —xpyx,,. Et c’est 'ordonnée du point P recherchée.
Remarque :

La méthode du théoréme de Thalés est moins pratique car il faut faire des disjonctions de cas et elle
ne fonctionne que dans un repere orthonormé alors que la méthode de I'équation de droite ne
requiert qu’un repére orthogonal. En outre la méthode du théoreme de Thalés est plus visuelle et plus
accessible.

2.1.3 Propriétés avec cette addition

Commutativité :P =M @ N =N P M car — xyxy = —XyXy
Associativité : M @ N n’est pas un point sur la courbe.
Donc on ne peut pas définir (M @ M) @ N

2.1.4 un moyen de déterminer les nombres premiers
Comme l'ordonnée trouvée pour P est un produit, si on ne s’intéresse qu’aux points M et N a
coordonnées entiéres, on trouvera des points P a coordonnées entieres.
De plus, les nombres premiers ne seront jamais atteints si on s’interdit M et N d’abscisses 1 ou -1. (voir
figure 5)

Fig.5

Monsieur Quarez nous a dit que cela s’appelait le crible de Matiyasevich.

2.2. Travail avec I’axe des abscisses

Considérons toujours deux points M et N sur la parabole de la fonction carré. On choisit cette fois de
définir le point P, tel que M @ N = P, comme étant le point d’intersection de la droite (MN) avec I'axe
des abscisses.

Nous avons encore utilisé deux approches, le théoréme de Thales et I'’équation de droite, pour trouver
une formule qui définit I'ordonnée de P.
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2.2.1 Recherche d’une formule avec le théoréme de Thalés
o 1°cas: Siyy <yy et xy < xy (voir Fig.6)

7l D’apres le théoreme de Thalés, on a:
N
9 Yum a
: 8 Yy  a—Xxy+xy
1 yu(a —xy +xy) = yya
g a—xM+xN=y—N><a
: Ym
¥ _JIn
4 xN—xM——Xa—a
Ym
: X X —a(yN 1)
N~ Xy =a\——
2 Ym
e — = <}’N }’M)
N Xy =a\———
. | 3 Ym  Ym
T TR SR 1 oLty 4 Xy — Xy = <yN_YM)
F|g6 =t yM
XN — XM
(yN—yM) a
Ym
(xy — xp) X Y =a
N — VM
(xy —Xm) XYu
YN —Ym
(xy —xp) X Xp~
Xn2 = xy? - a
N

Or xp =xy —a,donc:

Xp =Xy —————
Xy + Xy

o = X (y + X)) — X
i Xy + Xy

xMxN + XMZ - xMZ
xP =

Xy + Xy
XmXn

x = —_—
P xy + xy

o 2®Mecas:  Siyy, >yyet xy > xy (voir Fig.7)

D’apres le théoreme de Thales,
YN _ b

ona: — = —mm
YM b—xp+xn
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(6'

(xy — xpp) X xp°
XM~ — Xy
(xy — xpp) X xp°

yn(b —xy + xy) = yub

y YN
M
Xy — Xy =—Xb—D»b
N M yNy
Xy — X =b<y—M—y—N)
N M YN YN
X o = <YM_)’N)
N M Vu
XN — Xm — b
(}’M_YN)_
YN Y
N
X Xy X =b
N M Ym —Yn
(xN_xM)xyN_b
Ym — Yn

(xm — xn) (X + xy) B

—(xy — xy) X x5°

b

(xn — xp) (X + Xp) B

_xNZ

(xm + xy) B

Or xp = xy — b, donc

xn>

XPZXN—

Xym +'XN

_ xy (y + xy) — xy°

p =
XMV+'XN

xNxM + XNZ - .xNz

x =
P Xy + Xy
XNXpm
xP: +
Xy T Xy
XmXn

Xy +'XM

’ XpmX
Dans ces deux cas, on en conclut donc que les coordonnées de P sont (M; 0)

XN+XMm

2.2.2 Recherche d’une formule avec I’équation de droite
On sait déja (voir 2.1.2) que la droite (MN) a pour équationy = ax + b

Avec a =xpy +xy et b= —xyxy

On cherche le point d’intersection de cette droite avec |’axe des abscisses :

On résout I'équation (xp + xy)x + (—xyxy) =0
XMXN

On trouve une unique solution x =
XN+XMm
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2.2.3 Propriétés avec cette addition

Commutativité:P =M @ N = N @ M car 4 = Z°M
XNtxMm XM+XN

Associativité : M @ N n’est pas un point sur la courbe.
Donc on ne peut pas définir (M @ M) @ N

3. La fonction cube

On se place dans un repére orthogonal (0,7,)) :

Soient deux points M(m; m3) et N(n;n®) distincts:
On choisit de définir le point P, tel que M @ N = P, comme étant le troisiéme point d'intersection de
la droite (MN) avec la cubique

3.1 Recherche d’une formule
On cherche les coordonnées du troisieme point d'intersection P de la droite (MN) avec la cubique.

(MN):y=ax+b
_n*=m?® (n-m)(n®+nm+m?)

a= =n?4+nm+m?

n—m n—m
y=m*+mn+m?)x+b
Pour trouver b on remplace x par m et y par m3 :
b=m3—-m?+mm+m> )m=m3-n’m—-—nm? —m3 =-nmn +m)
(MN) : y = (n? + nm + m?)x — nm(n + m)
On cherche les coordonnées des points d'intersection de cette droite avec la cubique.
On résout alors I'équation (n? + nm + m?)x — nm(n + m) = x3
- +mm+mPH)x+nmn+m) =0
On sait que m et n sont solutions donc on peut factoriser sous la forme : (x — m)(x — n)(x — p)
On développe:
(x—m)x —n)(x —p) = (x? —xn—xm + mn)(x — p)
(x—m)(x —n)(x —p) =x3—x%p —x’n+ xnp — x>m + xmp + xmn — mnp
On identifie les coefficients pour trouver p:
Le coefficient de x2 est 0 donc
-p—n—-m=0
p=-n—m
On remplace dans I'expression:
x3 —x%p — x*n + xnp — x*m + xmp + xmn — mnp
=x3 —x%(—n—m) — x?*n+ xn(—n — m) — x’>m + xm(—n — m) + xmn
—mn(—n —m)
= x3 —xn? — xmn — xm? + mn? + m?n = x3 — x(n? + mn + m?) + nm(n + m)
Doncp= —n—m
P(p;p°)

Aprés discussion avec M. Quarez, le chercheur qui nous encadre, on prend le symétrique de P par
rapport a I'origine du repére P'(n + m; (n + m)?3). C’est aussi un point de la courbe.
On définit I'addition de deux points M et N par:

M@N=P
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3.2. Propriétés avec cette addition

Commutativité :P' = M PN=NPMcarm+n=n+m
Associativité : M @ N étant sur la cubique : (M @ N) PK =M P (N @ K)
car(m+n)+k =m+ (n+k)
Elément neutre : M @ 0 = M car m+ 0 = mou O est l'origine du repere
donc le point O est l'élément neutre

Opposé :M @ —-M =0 carm+ (—m) =0

Cette addition est donc plus intéressante que les précédentes car elle posséde les propriétés des
additions de nombres.

4. La fonction inverse

Considérons deux points M et N sur I’hyperbole de la fonction inverse. On choisit de définir le point P,
tel que M @ N = P, comme étant le point d’intersection de la droite (MN) avec I'axe des abscisses.

4.1.1. Recherche d’une formule avec le théoreme de Thales

Démonstration dans le cas ol xy < 0 et xy > 0 (voir fig. 8)

\

_1 _1
XM XN
1 1
| — (—xy +x4) — = (xy — x4) (‘ _)
1
—XM + XA _ xM
XN — X4 - i
XN
2 —XM + xA _ XN
Fig. 8 3 XN — Xgq B XM
(—xym + x4)xy = (xy — x4) (—xp)

—XxZ + x4y = —xXNZ + XXy
— X%+ XN% = XaXy — XaXy
xn® = xu” = x4 (xy — xpr)
(xn + xp) ey — x1) = x4 (XN — )
Xy + Xy = X4
Nous n’avons pas rédigé les autres démonstrations, mais nous avons vérifié avec Géogébra que ca
fonctionnait dans tous les cas.

Nous avons appelé cela « la machine a additionner » puisqu’il suffit de tracer une droite et de lire sur
le graphique pour trouver la somme de deux nombres.

5. Modélisation avec I'imprimante 3D

Pour concrétiser notre « machine a additionner », nous avons fabriqué avec I'imprimante 3D une
plague avec I'hyperbole de la fonction inverse (Fig.9). Avec des petits plots (fabriqués aussi a
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I'imprimante 3D) pour placer les points et une pique a brochette pour matérialiser la droite, nous
pouvons manipuler.
Nous avons fait cela aus

PO, S B - & v

ur les autres courbes étudiées (Fig.10).

si po

Pour cela nous avons utilisé le logiciel Openscad (voir début du script figure 11)
Q tame i 2
6w M onzs=E QD —

it terencel )

-
!

translate( [-75,-15,0) ) (cubel [155,210,8));)
translatel -75,0,7) Mcubel (158,1,1)); )}
transiate( [0,-15,7] Hcubel [1,200,1]);}

for (xel-70:10:70))
translate (0, 71)( cubel10.5,180,11):)

|
tor {ys[18:30:1801)
translate( (-200,y, 7] ) (cubel (185,8.5,11);)
for (ys[18:18:1881)
transiate( [18,y,7] ) (cube! (100,0.5,11):)

- - o~ o

15 Eitranslatel [20,-5,7])
(Linear_extrude(heights2) (text(textechr(49), sizes7, Mallgne"center”, valign="ceater*);}}}

r—{

Jtronslate( 120,-5,7]) (
{Uinear_extrude(beights2] {text{text=chr(50), sizes7, halign"center”, vallgne"cester”};}}}

r—i

25 B3translatel 139,-5,71) (
L {Unear_extrudelheight=2) (textitext=chriS1), sire=7, halign="center”, valign="center~);}})}

Jtranslate([48,-5,7]) (
Linesr_extrude(height=2) {text(text=chr(52), sire=7, halign="center”, valign="center");}}}

-

e
Jtranslate( (59,~5,71) (
(Linear_extrude(height=d) (text(textechr (53), sires?, Maligm“center™, valigne"center”);}})

]

jtransiate( (6e,-5,7)) (
{Uinear_extrude|heights2) (text(textschr(34), sizes?, haligne"center”, veligns"center”);}))

Stranslate([70,-5,7]) (

{Unesr_sxtrude(height=2) {text{text=chr(55), sires?, halign="center™, valign="center”);}})

r—{

o Eltranslate( (-9,-5,7)) ( |
Uinear_extrude(height=2) {text(text=chr(48), sire=?, halign="center”, valign="center");}}} -

translate( (-18,-5,71) (
{lirear_extrude(height=2) {test(textschr(30), sires), halign="center”, valign="center”);})}

Fig.ll Bi]ﬁ:f.ﬂ.w.a».;g»-.n {text(textschr(91), shzes?, haligne"center”, valigns"centor”);}}} ’ @ ﬂ q q O Q $ Q G e @ »

B9 25.00 20.20 |, totate = | 55.00 0,00 25.00 |, distance = 40720, fov = 22.50 [604a724)

(=L
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