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Définitions - Notations

Au départ, une  tresse à n fils est un ensemble
de n trajectoires continues dans l'espace à 3
dimensions ayant les propriétés suivantes : 

• Elles ne se coupent jamais. 
• Elles ne reviennent pas en arrière.

Si l'on déplace un fil sans modifier les croise-
ments, les trajectoires changent alors que la
tresse reste la même. Plutôt que de considérer
les trajectoires, nous considérerons donc la
suite des croisements qui forment la tresse. 

On notera (a/b, c/d, e/f, …) la tresse compo-
sée des croisements successifs suivants :

a passe au-dessus de b,
c passe au-dessus de d,
e passe au-dessus de f
…

Un brin garde jusqu'à la fin son numéro de
départ.

On notera par (0) la tresse sans croisement.

exemple :

… est la tresse (1/2, 1/3, 3/2).

Sur les schémas, un trait continu indique un brin pas-
sant “au-dessus” et un trait discontinu un brin passant
“au-dessous”.
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Les brins sont considérés comme étant infini-
ment extensibles.

On appellera ordr e d'une tresse le nombre de
brins de cette tresse. La tresse ci-dessus (page
précédente) est une tresse d'ordre 3.

On appellera résultat d'une tresse la permuta-
tion associée à cette tresse (mise sous forme
de vecteur). Une tresse d'ordre n a n! résultats
possibles.

exemple :

… a pour résultat [4, 1, 3, 2] (avec des cro-
chets) : le premier brin va en 4, le deuxième
en 1, le troisième en 3 et le dernier en 2.

remarque :

des tresses distinctes peuvent avoir le même
résultat.

Dans ces deux cas, le résultat est [2,1].

On appellera cardinal d'une tresse le nombre
de croisements de cette tresse, une fois sim-
plifiée. Une tresse est dite élémentaire si son
cardinal est 1.

On considère que deux tresses sont égales si
l 'une est la déformati on topologique de
l'autre.

Par exemple, les deux tresses suivantes sont
égales :

Par contre, les tresses suivantes ne sont pas
égales, bien qu'elles aient le même résultat :

Une opération intéressante est la simplif ica-
tion des tresses, c'est-à-dire la recherche de la
tresse de plus petit cardinal égale à une tresse
donnée. On appellera t r esse pr e m i è re u n e
tresse ne pouvant pas être simplifiée.

Toutes les tresses ne peuvent pas exister.
Ainsi, (1/3, 1/2) est impossible à construire.
On peut dégager la loi suivante :

une tresse peut exister si et seulement si, une
fois décomposée en tresses élémentaires suc-
cessives (voir plus loin), tous ses croisements
a/b sont tels que a et b soient consécutifs.

On voit donc pourquoi (1/3, 1/2) est inexis-
tante.
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Propriétés fondamentales

Composition, décomposition

On notera r(t) le résultat d'une tresse t. Rela-
tion importante :

r(a/a+1) = r(a+1/a) = [a+1, a]

On appel lera t *  t' la tresse résul tante des
tresses t et t' mises à la suite l'une de l'autre.
Il est clair que dans le cas général, t * t' est
d i fférente de t' *  t, mais aussi  (hélas) de
s = (t, t'), tresse composée des croisements
successifs de t et de t'. Le problème vient du
fait que les brins doivent garder le même nu-
méro. Il faut donc renommer les brins de la
deuxième tresse avant de composer :

t  * t' = (t, r(t)*t').
r(t) * t' s'obtient de la manière suivante :

On remplace dans les croi sements de t '
chaque numéro par le numéro qui se trouve à
sa place dans r(t). Par exemple :

[1, 4, 2, 3] * (1/2, 1/3) = (1/4, 1/2).(1/4,1/2)

n'existe pas seule, mais existe bien si elle est
précédée d'une tresse de résultat [1, 4, 2, 3]
(faites un dessin et vous verrez …).

Inversement, il peut être utile de scinder une
tresse en deux tresses de cardinaux inférieurs.
On uti lisera dans ce cas une notation quo-
tient. On a donc :

(1/2, 1/3) = (1/4, 1/2)/[1, 4, 2, 3]

Toute tresse peut se mettre sous la forme d'un
produit de tresses élémentaires ti = (i/i+1).

exemple :

Le groupe des tresses

Il est intéressant de noter que l' ensemble des
tresses possède une structure de groupe :

— pour une tresse t quelconque :
t * (0) = (0) * t = t

— il existe une tresse t-1 telle que t * t-1 = (0) :
c'est la tresse qui, multipliée par le résultat de
t, est formée des mêmes croisements que t,
mais dans l'ordre inverse. On l'obtient en re-
gardant t dans un miroir. Par exemple :

(1/2, 1/3, 2/3) * (2/1, 3/1, 3/2) = (0)

On notera Tn le groupe des tresses à n brins.

Générateurs

Tn, le groupe des tresses à n brins est engen-
dré par les torsions élémentaires (1/2), (2/3),
... , (n-1/n), c'est-à-dire que toute tresse s'écrit
comme produit de ces éléments.

On peut cependant prouver que, quel que
soit n > 2, toute tresse peut se décomposer
en une combinaison de 2 génér ateur s
seulement.

Exemple dans T4 :

Si on note a, b et c les 3 torsions élémen-
taires, et si l'on prend A = a et B = abc :
on saitque aba = bab,

que bcb = cbc
et que ac = ca.

On a : bB = babc = abac = abca = Ba = BA
d'où l'on tire b = BAB-1. On a donc de plus :
B = abc = ABAB-1c d'où c = BA-1B-1A -1B.

On a donc retrouvé a, b et c à l'aide de A et
B, ce qui  prouve que toute tresse s'écri t
comme produit de A et de B.

(1/2, 1/3, 2/3)  =   (1/2) *  (2/3)  * (1/2)
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Une écriture plus simple de c peut être obte-
nue par un raisonnement graphique. En effet,
le générateur B équivaut à un passage du pre-
mier fil de la tresse au dernier. L'idée consiste
donc à faire passer tous les f ils supérieurs à
un fil n, pour amener ce fil en première posi-
tion. Ainsi un nœud comprenant ce fil s'écrira
soit A, soit A-1. On obtient alors comme écri-
ture de c : c = BBAB-1B-1

En généralisant cette méthode à Tn, et en no-
tant ti = (i/i+1) la torsion élémentaire “le fil i
passe au-dessus du fi l i+1”  (0 < i  < n), on
peut prendre comme générateurs :

A = t1 et B = t1 t2 … tn-1

On a alors ti = Bi-1AB -(i-1)

Par exemple, dans T4, les générateurs A et B
sont les tresses suivantes :

On retrouve alors t3 comme ci-dessus. A et B
vérifient les égalités suivantes :

Bn = (BA)n-1 et B ti = ti+1 B
(dessin ci-dessous).

Propriétés diverses

Les tresses à 2 brins

Le groupe des tresses à deux brins est iso-
morphe à Z, l'ensemble des entiers relati fs.
En effet, toute tresse à deux brins peut se
mettre sous la forme ( (1/2) )p où p est un en-
tier relatif (positif si la tresse est constituée de
p éléments (1/2) et négatif si elle est formée
de p éléments (2/1) ).

L'application qui à (1/2)p fait correspondre p
est un isomorphisme.

Simplifications

Voici les lois élémentaires de simplification :

De ces lois on déduit :

1 . Deux croisements semblables a/b, même
non consécuti fs, peuvent s'annihi ler si  les
croisements intermédiaires ne mettent en jeu
ni a, ni b.

par exemple, (4/3, 1/2, 2/1, 4/3) = (1/2, 2/1)
ce qui peut également s'écrire sous la forme:
(4/3) * (1/2) * (1/2) * (3/4) = (1/2) * (1/2).

2. Règle du fil libre :
si, dans une tresse un brin passe successive-
ment au dessus (resp. au dessous) de plu-
sieurs autres une seule fois chacun, que ces
brins font ensuite des croisements entre eux
seuls, et que le premier brin repasse au dessus
(resp. au dessous) de ces autres brins une
seule fois chacun, les croisements de cette
portion de tresse comportant le brin considéré
se réduisent à (0).

A B

t3 = BBAB-1B-1

— deux croi sements consécuti f s sem-
blables s'annihilent : (a/b, a/b) = (0).

— si a, b, c, d sont tous différents
(a/b, c/d) = (c/d, a/b).

— de même, si b > a+1 :
(a, a+1) * (b, b+1) = (b, b+1) * (a, a+1).
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exemple :

Les deux tresses suivantes sont égales.

3. (a/a+1) * (a+1/a+2) * (a/a+1) =
(a+1/a+2) * (a/a+1) * (a+1/a+2)

En effet :

(a/a+1) * (a+1/a+2) * (a/a+1)

= (a/a+1, a/a+2, a+1/a+2)

= (a/a+1, a/a+2, a+1/a+2, a/a+1, a/a+1)

= (a/a+1, a/a+2, a+1/a+2, a/a+1, a/a+2, a/a+2,
a/a+1)

= (a+1/a+2, a/a+2, a/a+1)

= (a+1/a+2) * (a/a+1) * (a+1/a+2).

En cl ai r — pour ceux qui  préferent l es
dessins — cela signifie que les deux tresses
suivantes sont égales :

Pour simpl ifier une tresse, il  peut être utile
d'intercaler dans la sui te des croisements
deux nœuds semblables. La tresse n'est pas
modifiée.

Décomposition en tresse simple / tresse pure

Une tresse de cardinal n est dite pure si son
résultat est [1,2, ... ,n].

Une tresse simple est une tresse qui comporte
le minimum de noeuds possibles pour un ré-
sultat donné.
Il  n'y a pas unici té de la tresse simple. Par
exemple, les deux tresses suivantes sont deux
tresses simples correspondant au résul tat
[3, 2, 1].

Toute tresse peut être décomposée en pro-
duit d'une tresse simple et d'une tresse pure.

En  effet, pour cela, il suffit de multiplier la
tresse T par S-1, puis par S, où S est une tresse
simple associée à T. La tresse T * S-1 est bien
une tresse pure, et S une tresse simple.

Voici un exemple :

tresse
pure

tresse
simple
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