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1. Introduction

1.1. Présentation du sujet

L’objectif est de définir une somme de deux points, M et N, sur une courbe. Le résultat de cette
addition est un point P dont la définition varie selon les cas. On notera M @ N = P.

1.2. Résultats

Selon la courbe choisie et la définition choisie, les propriétés habituelles des sommes sont ou non
conservées (associativité, commutativité, élément neutre et opposé). Toutes les additions sur une
courbe ne se valent pas.

2. La fonction carré

2.1. Travail avec I’axe des ordonnées

Considérons deux points M et N sur la parabole de la fonction carré. On choisit de définir le point P,
tel que M @ N = P, comme étant le point d’intersection de la droite (MN) avec I’axe des ordonnées.

Nous avons utilisé deux approches, le théoreme de Thales et I’équation de droite, pour trouver une
formule qui définit I'ordonnée de P.
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2.1.1. Recherche d’une formule avec le théoreme de Thales
On se place dans un repére orthonormé (on a besoin d’une unité de longueur donc il faut que ce soit
la méme sur les deux axes). Le point M a pour coordonnées (x; x5, 2 ) et N(xy; xy 2 ). On les choisit
distincts.

: | e  1%cas:Si

X2 < xy? et les deux points M et N sont de

b chaque c6té de I'axe des ordonnées. (voir fig. 1)
c a

La propriété de Thalés donne ici 2 = 5
C'est-a-dire :
—Xy a

—xy +xy  xni—xy

2

—xpmX(xN°—xpm?)

Donc a =

" —XMtXN

— 2
P Oryp =a+xy

2 2

2 =y X oy = x ) 2

Yp = + Xy

—Xp + Xy

—xm X (X + xp) (Xy — Xm) b2

Yp = Xm
Flg 1 i) 4 0 1 2 3 1 Xy — Xy
yp = —xy X (xy + xp1) + 2xp°
yp = _XM X xN - XMZ + xMZ
‘yp = =Xy X xN‘

. 2®M cas : Si
xp2 > x5 2 et les deux points sont de chaque coté de
I’axe des ordonnées (voir fig. 2)
méme travail en faisant attention aux signes car il

s’agit de longueurs (positives) :
c a

d b
XN a

xy + (=xm)  xy® —xy

2

Xy X (em® = xn?)
xy + (—xm)

Or yp=a+xy?
2 2
_xy X (xy” — xy°)

N

= X
N p xy + (—xp) N
. xy X (xpy +x5) (X — X
Fg2 3~ %2 11 0] 1 \2 3 . yp == G 4 20) G N)"'xzv2
XN—XMm
xy X (ey +2xp) (D) (xy — x) 2
Yp = + Xy
XN—XM
yp = —xy X (xy + xn) + x5°
yp = _xN X xM - xNZ + XNZ
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vp = —xy X xy

° 3®M cas : Si
et les deux points sont a gauche de I'axe
des ordonnées
On appelle a la longueur entre P et |'origine du
repeére.
Par le méme travail (Thalés) :
M —xy xyita

x> xy?

Xy xy’ta

xy(xy? + a)

xy (% + a)
Xy X xXpy2+xy Xa=xy Xxy2+xy Xa
Xy X a—2Xy Xa=xyXxy®—xy X x>

alxy —xp) = xy X Xy (Xy — Xp1)

=3 -2 -1

a=xNXxM

Ordanscecas, yp = —a

Fig.3 ’)’P =Xy XXy

Et on peut faire exactement pareil en échangeant les lettres M et N si x4 < xp?2

. 4°M cas Si

xy? > xpn? les deux points a droite de I’axe des ordonnées

(on a le symétrique du dessin précédent)

xy xy>ta

Xy xyl+a
e xy (ey® 4+ @) = xy (xy* + @)

Xy XxXy2+xy Xa=xy Xxy2+xy Xa
Xy X @ —Xy Xa=xy Xxy>—xy X x>
alxy —xp) = xy X xp (X — Xpr)
a=xy XXy
Ordansce cas, yp = —a
Yp = —Xy X Xy

Fig.4 > _(l)_

Et on peut faire exactement pareil en échangeant les lettres M et N si xf,, < xp?

Conclusion : dans tous les cas, quand les deux points M et N sont distincts, on obtient grace a la
propriété de Thales que

I)’P = —xy X xM'|
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2.1.2. Recherche d’une formule avec I’équation de droite

On se place dans un repére orthogonal. Le point M a pour coordonnées (xu; X3 2 ) et N (xy; xy 2 ).
On les choisit distincts. (Voir figures 1, 2, 3 ou 4)

On considere la droite (MN) d’équationy = ax + b
Ay _ymMm—yN _ xh=xk _ Gm—xn)mtxn) _
Ax XM—XN XM—XN XM—XN

Onsaitque a = Xy + Xy

Le point M est sur cette droite donc yy; = axy + b ce quirevienta: x5 = (xy + xy)xy + b
SoitxZ = x4 +xyxy +b

Et on en déduit que b = —xyxy
L'ordonnée a I'origine de la droite (MN) est b = —xpyx),. Et c’est I'ordonnée du point P recherchée.
Remarque :

La méthode du théoréme de Thalés est moins pratique car il faut faire des disjonctions de cas et elle
ne fonctionne que dans un repere orthonormé alors que la méthode de I'équation de droite ne
requiert qu’un repere orthogonal. Cependant la méthode du théoreéme de Thalés est plus visuelle et
plus accessible.

2.1.3 Propriétés avec cette addition

Commutativité :P =M @ N =N P M car — xyXy = —XyXy
Associativité : M @ N n’est pas un point sur la courbe.
Donc on ne peut pas définir(M @ M) @ N .

2.1.4 Un moyen de déterminer les nombres premiers
Comme l'ordonnée trouvée pour P est un produit, si on ne s’intéresse qu’aux points M et N a
coordonnées entieres, on trouvera des points P a coordonnées entieres.
De plus, les nombres premiers ne seront jamais atteints si on s’interdit M et N d’abscisses 1 ou -1.
(voir figure 5)

Fig.5

Monsieur Quarez nous a dit que cela s’appelait le crible de Matiyasevich.
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2.2. Travail avec I’axe des abscisses

Considérons toujours deux points M et N sur la parabole de la fonction carré. On choisit cette fois de
définir le point P, tel que M @ N = P, comme étant le point d’intersection de la droite (MN) avec
I’axe des abscisses.

Nous avons encore utilisé deux approches, le théoréeme de Thalés et I'’équation de droite, pour
trouver une formule qui définit I'abscisse de P.

2.2.1 Recherche d’une formule avec le théoréme de Thales
e 1% cas: Siyy < yy et xy < xy (voir Fig.6)

v A D’aprés le théoreme de Thalés, ona:
N a
9 Ym
(6) -_
! 8 yN a— xM + XN
i ym(a—xy +xy) = yya
Yn
Z a—xy+xy= T X a
5 M
N
M YN xN—xsz—xa—a
! Ym
i R
; ] Xy —xy =a|l——1
M Ym
! 1 x Xny = a(yN yM)
a N Xy =a|\T——
{5z e gty e e e e ym _Ym
— XM XN _ (YN VM
Fig.6 =t Xy — Xy =a y—
M
(2)
Ym
(xy —xy) X ————=a
YN — VM
(xy —2xy) Xym a
YN —YMm
(xy = xp) X xy° _
xNZ —XMZ
2
(y —2xp) Xxp® a
ey — xp) (X + x)
2
XM
_——a
(xy + xn)
Or xp =xy —a,donc:
10
9
(o 2
; P M xy +xy
2
N Xy Xy + xy) — xXm
xp ==
. Xy t Xy
4 N xMxN +xM2_xM2
xP ==
3 Xy + Xy
2 _ XmXN
‘ Xp = ———
Xy + Xy
>3 b
FEme: R g 13 . NEES Temmy jamad IEEET
e 27" cas: Siyy>ynet xy > xy (voir Fig.7)
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D’apres le théoreme de Thales,
yv _ __ b

ona: _—-—
YM b—xpy+xn

yn(b — xy + xy) = yyb

b—xM+xN—M><b
Yn
XN—XM=y_MXb—b
YN
Ym
Xy — X —b(——l)
N M Va
v =0 = b (2 20)
N M YN YN
o — = (YM—YN)
N M Vo
XN — Xy — b
()’M_)’N)_
YN Y
N
Xy — Xy X =b
N M YmM — YN
(xN_xM)XyN_b
Ym — YN
(xy — xp) X xy .
Xy % — xp?

(xy — xp) X xp°
Cem — xn) (xm + xy)
—(xy — xp) X xp°

(ey — xa) (e + X))
2

b

(em + xy)
Or xp = xy — b, donc
xn>
Xp =Xy — 7
Xy + Xy
2
xy ey + xy) — xp
Xp =
Xy + Xy

xnxXy + xy? — xp2
xP =

Xy + Xy
XNXpm

Xp = T

XM T Xy
XmMXN

Xy + Xy

Dans ces deux cas, on en conclut donc que les coordonnées de P sont

2.2.2 Recherche d’une formule avec I’équation de droite
On sait déja (voir 2.1.2) que la droite (MN) a pour équation y = ax + b

Avec a = xp +xy et b= —xyxy
On cherche le point d’intersection de cette droite avec |’axe des abscisses :
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On résout I'équation (xp + xy)x + (—xyxp) =0

XMXN

On trouve une unique solution x =
XN+XMm

2.2.3 Propriétés avec cette addition

Commutativité :P =M @ N = N @ M car ~MN_ — INTM
XN+XM XpM+XN

Associativité : M €@ N n’est pas un point sur la courbe.
Donc on ne peut pas définir (M @ M) @ N .

3. La fonction cube

On se place dans un repére orthogonal (0,7,)) :

Soient deux points M(m; m3) et N(n;n3®) distincts:

On choisit de définir le point P, tel que M @ N = P, comme étant le troisieme point d'intersection de
la droite (MN) avec la cubique.

3.1 Recherche d’une formule
On cherche les coordonnées du troisieme point d'intersection P de la droite (MN) avec la cubique.
L’équation de la droite (MN) estde laforme:y =ax+ b

Cherchons d’abord lesréels a et b:
3 3 2 2
n°’—m n—m)n“+nm+m
a= =( ) )=n2+nm+m2
n—m n—m
y=m*+mn+m*)x+b
Pour trouver b on remplace x par m et y par m3:

b=m3—m?+nmm+m?*)m=m3-n’m—-—nm? —m3 = -nmmn+m)
D’ou I'équation de la droite (MN)
y = @?+nm+m?)x —nmn+m)
On cherche les coordonnées des points d'intersection de cette droite avec la cubique
On résout alors I'équation (n? + nm + m?)x — nm(n + m) = x3
x3—m?+mm+mP)x+nmn+m) =0
On sait que m et n sont solutions donc on peut factoriser sous la forme : (x — m)(x — n)(x — p)
p étant un réel a déterminer.
En développant :
(x—m)(x—n)(x—p) = (x?—xn—xm+mn)(x —p)
(x—m)(x—n)(x—p) =x3—x%p —x?n+xnp — x*m + xmp + xmn — mnp
On identifie les coefficients pour trouver p:
Le coefficient de x? doit étre égal a8 0 donc

—-p—n—m=20
On remplace dans I'expression pour vérifier que poser p= -n-m fonctionne effectivement :
x3 —x%p — x’n+ xnp — x*m + xmp + xmn — mn
=x3—x%(—n—m) —x?*n+ xn(—n —m) — x*>m + xm(—n — m) + xmn — mn(—n — m)
=x3 —xn? —xmn —xm? + mn? + m?n = x3 — x(n? + mn + m?) + nm(n + m)

Donc p = —n — m fonctionne effectivement
P(p;p*)
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Aprées discussion avec M. Quarez, le chercheur qui nous encadre, on prend le symétrique de P par
rapport a I'origine du repére P'(n + m; (n + m)?). C’est aussi un point de la courbe.
On définit I'addition de deux points M et N par:

M@N=P

3.2. Propriétés avec cette addition

Commutativité:P' =M PN=NPMcarm+n=n+m
Associativité : M @ N étant sur la cubique : (M GN)PDK =M H (N ® K)
car(m+n)+k =m+ (n+k)
Elément neutre : M @ 0 = M car m+ 0 = m ou O est l'origine du repére
donc le point O est l'élément neutre

Opposé : M P —M=0 carm+(—m) =0
Cette addition est donc plus intéressante que les précédentes car elle posséde les propriétés des
additions de nombres.

4. La fonction inverse
Considérons deux points M et N sur I’"hyperbole de la fonction inverse. On choisit de définir le point
P, tel queM @ N =P, comme étant le point d’intersection de la droite (MN) avec I'axe des

abscisses.

Recherche d’une formule avec le théoreme de Thalés

Démonstration dans le cas ol xp; < O et x5y > 0 . D’aprés le théoréme de Thalés :

—xM+xA_xN—xA
1 1
Xy XN
J (i + %) — = Gy = 2 (=)
—X X)) —=(xy —x4) | ——
’ i _1
_.xM+.xA_ xM
XN — XA - i
XN
—XM+XA_ XN
Xy — Xa - X
(=xpm +x0)xy = (xy — x4) (—xp)

—xZ + xXaxy = —xXN2 + X%y
— X%+ XNE = XgXN — Xq Xy
xn?—xy? = xa(xy — xXp)
(e + 2xp) (e — xp1) = x4 (xy — Xp1)

XN +xM=xA

Nous n’avons pas rédigé les autres démonstrations, mais nous avons vérifié avec Géogébra que ¢a
fonctionnait dans tous les cas.

Nous avons appelé cela « la machine a additionner » puisqu’il suffit de tracer une droite et de lire sur
le graphique pour trouver la somme de deux nombres.
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5. Modélisation avec I'imprimante 3D

Pour concrétiser notre « machine a additionner », nous avons fabriqué avec I'imprimante 3D une
plagque avec I'hyperbole de la fonction inverse (Fig.9). Avec des petits plots (fabriqués aussi a
I'imprimante 3D) pour placer les points et une pique a brochette pour matérialiser la droite, nous
pouvons manipuler.

Nous avons fait cela aussi pour les autres courbes étudiées (Fig.10)

pocd sy

° o i
o W o= E Q@ LD =

ditterence(){ o ~/

translate([-75,-15,0]) {cube( [155,210,8]);}
translate([-75,0,7) ){cube( [150,2,1));}
translate((0,-15,7) ) {cubel [1,200,1));}

for (x=(-70:10:78])
translate((x,0,7)){ cube((0.5,180,1]);)

tor (y=[18:18:188])

translate((-109,y,7]) (cubel [105,8.5,11);)
for (y=[18:18:180])

translate((18,y,7]) (cubel (100,0.5,1]);}

Lkt Bomun I

Stranslate([10,-5,71) {
{Uinear_extrude(height=2) (text(text=chr(49), size=7, halign="center”, valign="center");}}}

 —

2 Btranslate([20,-5,7]) {
{Unear_extrude(height=2) {text(text=chr(5), sizes7, haliga="center”, valign="center");}}}

Jtranslate([30,-5,71) (
{Unear_extrude(height=2) (text(text=chr(51), size=7, halign="center”, valign="center"};}}}

& Htranslate( [48,-5,7])
{Unear_extrude(height=2) (text(text=chr(52), size=7, halign="center”, valign="center");}}}

Bitranslate((50,-5,7])
{linear_extrude(height=2) (text(text=chr(S3), size=7, halign="center”, valign="center");}}}

translate((68,-5,7]) (
{linear_extrude(height=2) (text(text=chr(54), size=7, halign="center”, valign="center");}}}

i

Jtranslate((79,-5,7)) ( e
{linear_extrude(height=2) {text(text=chr(55), size=7, halign="center”, valign="center”);}}} e

translate((-8,-5,7)) ( L
{linear_extrude(height=2) {text(text=chr(48), size=7, halign="center”, valign="center");}}} -~

translate([-18,-5,71) {
{linear_extrude(height=2) {text(text=chr(5@), size=7, halign="center”, valign="center");}}}

Flg 11 iI:;:IrIrSKPudt(re;qN-l) {text(text=chr(51), size=7, halign="center”, valign="center");}}} ‘*: @ n Q Q O Q ® @ G e $ »

89 25.00 28.20 ]. rotate = [ 55.00 0.00 25.00 ], distance = 407.20, fov = 22.50 (604x724) 2021,

-t
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Notes d'édition

(1) Cette figure a été obtenue en faisant tout simplement un
« miroir » de la figure 3, raison pour laquelle les chiffres sont écrits
a I'envers - cela met en évidence la symétrie du probléme étudié.

(2) Cette figure est le cas particulier ot M et N sont de part et
d'autre de I'axe des ordonnées ; le cas ou ils seraient tous les deux a
droite de I'axe se traite de la méme fagon puisque la distance serait
encore égale a: xy —xy

MATh.en.JEANS 2023 — 2024 10

s
’

Rannvro

Lycée Emile Zola avec le soutien de la Région Bretagne




