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1. Introduction 

1.1. Présentation du sujet 

L’objectif est de définir une somme de deux points, M et N, sur une courbe. Le résultat de cette 
addition est un point P dont la définition varie selon les cas. On notera        

1.2. Résultats 

Selon la courbe choisie et la définition choisie, les propriétés habituelles des sommes sont ou non 
conservées (associativité, commutativité, élément neutre et opposé). Toutes les additions sur une 
courbe ne se valent pas. 
 

2. La fonction carré 

2.1. Travail avec l’axe des ordonnées 

Considérons deux points M et N sur la parabole de la fonction carré. On choisit de définir le point P, 
tel que      , comme étant le point d’intersection de la droite (MN) avec l’axe des ordonnées. 
 
Nous avons utilisé deux approches, le théorème de Thalès et l’équation de droite, pour trouver une 
formule qui définit l’ordonnée de P.  
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2.1.1. Recherche d’une formule avec le théorème de Thalès 
On se place dans un repère orthonormé (on a besoin d’une unité de longueur donc il faut que ce soit 

la même sur les deux axes). Le point M a pour coordonnées       
        et N      

         On les choisit 
distincts. 

 

 1er cas : Si 

  
          et les deux points M et N sont de 

chaque côté de l’axe des ordonnées. (voir fig. 1) 

La propriété de Thalès donne ici :
 

 
 

 

 
 

C’est-à-dire : 
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 2ième cas :  Si 

  
         et les deux points sont de chaque côté de 

l’axe des ordonnées (voir fig. 2) 
même travail en faisant attention aux signes car il 
s’agit de longueurs (positives) : 
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 3ième cas :  Si 
         et les deux points sont à gauche de l’axe 

des ordonnées 
 On appelle   la longueur entre P et l’origine du 
repère. 
Par le même travail (Thalès) : 

   
   

 
     

     
 

 
                    

 

                        
 

                        
 

                      
 

        
 

Or dans ce cas,         
 

          
 

 

Et on peut faire exactement pareil en échangeant les lettres M et N si   
        

 
 
 

 

 4ième cas  Si 
         les deux points à droite de l’axe des ordonnées 

 

(on a le symétrique du dessin précédent) 
 

  
  

 
     

     
 

 
                    

 

                        
                        

                      
        

Or dans ce cas,        
          

 

(1) 
 

 

Et on peut faire exactement pareil en échangeant les lettres M et N si   
        

 

Conclusion : dans tous les cas, quand les deux points M et N sont distincts, on obtient grâce à la 
propriété de Thalès que :  
                                                                           . 
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2.1.2. Recherche d’une formule avec l’équation de droite 
 

On se place dans un repère orthogonal. Le point M a pour coordonnées       
        et N       

         
On les choisit distincts. (Voir figures 1, 2, 3 ou 4) 
 
On considère la droite (MN) d’équation        

On sait que   
  

  
 

     

     
 

  
    

 

     
 

              

     
       

 

Le point M est sur cette droite donc          ce qui revient à :   
              

Soit   
    

         
Et on en déduit que         
L’ordonnée à l’origine de la droite (MN) est        . Et c’est l’ordonnée du point P recherchée. 
 
 
Remarque : 
La méthode du théorème de Thalès est moins pratique car il faut faire des disjonctions de cas et elle 
ne fonctionne que dans un repère orthonormé alors que la méthode de l’équation de droite ne 
requiert qu’un repère orthogonal. Cependant la méthode du théorème de Thalès est plus visuelle et 
plus accessible. 
 

2.1.3 Propriétés avec cette addition 
 
 

                                          
                  n’est pas un point sur la courbe.   
Donc on ne peut pas  définir (        .   
 

2.1.4 Un moyen de déterminer les nombres premiers 
Comme l’ordonnée trouvée pour P est un produit, si on ne s’intéresse qu’aux points M et N à 
coordonnées entières, on trouvera des points P à coordonnées entières. 
De plus, les nombres premiers ne seront jamais atteints si on s’interdit M et N d’abscisses 1 ou -1. 
(voir figure  5) 

 
Monsieur Quarez nous a dit que cela s’appelait le crible de Matiyasevich. 
 
      



MATh.en.JEANS 2023 – 2024           

Lycée Emile Zola avec le soutien de la Région Bretagne    

        

5 

2.2. Travail avec l’axe des abscisses 

Considérons toujours deux points M et N sur la parabole de la fonction carré. On choisit cette fois de 
définir le point P, tel que      , comme étant le point d’intersection de la droite (MN) avec 
l’axe des abscisses. 
 
Nous avons encore utilisé deux approches, le théorème de Thalès et l’équation de droite, pour 
trouver une formule qui définit l’abscisse de P.  
 

2.2.1 Recherche d’une formule avec le théorème de Thalès 

 1er cas :             et        (voir Fig.6) 
 

D’après le théorème de Thalès, on a : 
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Or           , donc : 

      
   

     
 

   
             

     
 

   
            

     
 

   
    

     
 

 
 

 2ième cas :               et            (voir Fig.7) 
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D’après le théorème de Thalès,  

on a :   
  

  
 

 

       
 

 
                

        
  
  

   

      
  
  

     

        
  
  

    

        
  
  

 
  
  

  

        
     

  
  

     

 
     

  
 
   

      
  

     
   

          
     

   

           

       
   

           

              
   

            

              
   

    

       
   

Or         , donc 

      
   

     
 

   
             

     
 

   
            

     
 

   
    

     
 

   
    

     
 

 

Dans ces deux cas, on en conclut donc que les coordonnées de P sont 
    

     
    

 

2.2.2 Recherche d’une formule avec l’équation de droite 
 
On sait déjà (voir 2.1.2) que la droite (MN) a pour équation        
Avec            et          
On cherche le point d’intersection de cette droite avec l’axe des abscisses : 
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On résout l’équation                    
 

On trouve une unique solution     
    

     
 

 

2.2.3 Propriétés avec cette addition 
 
 

                             
    
     

 
    
     

  

                  n’est pas un point sur la courbe.   
Donc on ne peut pas définir (        . 

3. La fonction cube  

On se place dans un repère orthogonal               
Soient deux points            et          distincts  
On choisit de définir le point P, tel que      , comme étant le troisième point d'intersection de 
la droite (MN)  avec la cubique. 
 

3.1  Recherche d’une formule 
On cherche les coordonnées du troisième point d'intersection P de la droite (MN)  avec la cubique. 

L’équation  de la droite (MN) est de la forme :        
 
Cherchons d’abord   les réels  a  et  b : 

 

  
     

   
 

               

   
          

                

Pour trouver b on remplace   par   et   par    : 
 

                                        
D’où l’équation de la droite (MN) 

                      
On cherche les coordonnées des points d'intersection de cette droite avec la cubique  
On résout alors l’équation                          

                         
On sait que m et n sont solutions donc on peut factoriser sous la forme                    
 p étant un réel à déterminer. 
En développant   

                                   
                                               

 On identifie les coefficients pour trouver    

           Le coefficient de    doit être égal à  0 donc  
         
        

On remplace dans l'expression pour vérifier que poser p= -n-m fonctionne effectivement : 
                              

                                                    
                                               

 
              fonctionne effectivement  
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Après discussion avec M. Quarez, le chercheur qui nous encadre, on prend le symétrique de P par 
rapport à l'origine du repère               . C’est aussi un point de la courbe.  
On définit l'addition de deux points M et N par  

       

3.2. Propriétés avec cette addition 
 

                                      
                                                       

                     
                                                            

                                      
  

                            
Cette addition est donc plus intéressante que les précédentes car elle possède les propriétés des 
additions de nombres. 

4. La fonction inverse 

Considérons deux points M et N sur l’hyperbole de la fonction inverse. On choisit de définir le point 
P, tel que      , comme étant le point d’intersection de la droite (MN) avec l’axe des 
abscisses. 

Recherche d’une formule avec le théorème de Thalès 
 
Démonstration dans le cas où                .  D’après le théorème de Thalès : 

 
      

 
 
  

  
     

 
 
  

 

 

        
 

  
          

 

  
  

      
     

 
 

 
  
 
  

 

      
     

  
  
  

 

                        
   

                 
 

                   
 

                  
 

                         
 

         
 
Nous n’avons pas rédigé les autres démonstrations, mais nous avons vérifié avec Géogébra que çà 
fonctionnait dans tous les cas. 
Nous avons appelé cela « la machine à additionner » puisqu’il suffit de tracer une droite et de lire sur 
le graphique pour trouver la somme de deux nombres. 
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5. Modélisation avec l’imprimante 3D 

Pour concrétiser notre « machine à additionner », nous avons fabriqué avec l’imprimante 3D une 
plaque avec l’hyperbole de la fonction inverse (Fig.9). Avec des petits plots (fabriqués aussi à 
l’imprimante 3D) pour placer les points et une pique à brochette pour matérialiser la droite, nous 
pouvons manipuler. 
Nous avons fait cela aussi pour les autres courbes étudiées (Fig.10). 

    
 
Pour cela nous avons utilisé le logiciel Openscad (voir début du script figure 11) 
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Notes d’édition 

 

(1)  Cette figure a été obtenue en faisant tout simplement un 

«  miroir » de la figure 3, raison pour laquelle les chiffres sont écrits 

à l’envers – cela met en évidence la symétrie du problème étudié. 

 

(2) Cette figure est le cas particulier  où M et N sont de part et 

d’autre de l’axe des ordonnées ; le cas où ils seraient tous les deux à 

droite de l’axe se traite de la même façon puisque la distance serait 

encore égale à :           


