Cet article est rédigé par des éleves. Il peut comporter des oublis et imperfections,
autant que possible signalés par nos relecteurs dans les notes d'édition.

Entiers consécutifs

Année 2023-2024
Timéo Bladier et Martin Danset, éléves en classe de premiere

Encadrés par Sébastien Castagnedoli, Elodie Fort et Laurent Pasteur
Etablissement : Lycée Emmanuel d’Alzon, Nimes

Chercheur : Serge Dumont, LAMPS Université de Perpignan

Table des matiéeres

1. Présentation du sujet

2. Annonce des conjectures et résultats obtenus
3. Texte de 'article

4. Conclusion

1. Présentation du sujet

Quels entiers positifs sont somme d'au moins deux entiers strictement positifs consécutifs ?

Certains nombres peuvent s'écrire comme la somme d'au moins deux nombres entiers consécutifs.
Parexemple:15 =1+ 2 + 3 + 4 + 5.

Est-ce vrai pour tous les nombres entiers positifs ?

Quels nombres entiers positifs sont la somme d'au moins deux nombres entiers consécutifs
strictement positifs ?

2. Annonce des conjectures et résultats obtenus

Exemples de la problématique :

5=2+3
10 1+2+3+4
12 =3+4+5

Quelques exemples supplémentaires :

13=6+7

18 =5+6+7

18=3+4+5+6

24 =74+8+9

2024 = 179 + 180 + 181 + 182 + 183 + 184 +185 + 186 + 187

+ 188 + 189

Cependant, il semble que nous ne puissions pas atteindre tous les nombres : 8 ; 16 ; 32 par exemple.

Nous avons donc tenté d’obtenir les 200 premiers nombres en utilisant notre suite.
Les seuls nombres non obtenables parmi les 200 premierssont:1;2;4 ;8;16;32; 64 ; 128.




IIs correspondent aux puissances de 2.
Nous en sommes donc arrivés a une conjecture :

Tous les nombres sont obtenables sauf les puissances de 2.

Conclusion préliminaire : notre suite suit un schéma régulier, mais aucun chiffre n’est a exclure pour
le moment.

3. Texte de l'article

Concept de série : Une somme d'entiers strictement positifs et consécutifs admet 2 parameétres.

h : qualifie le nombre de termes positifs consécutifs.

n : qualifie le plus petit nombre de cette somme.
Régle de la parité :
La parité change a chaque terme suivant de la somme. En suivant ce chemin, nous pouvons
déterminer la parité du résultat.
La parité d'une somme est déterminée par le nombre de termes impairs qu'elle contient. Si ce
nombre est impair, le résultat de la somme sera également impair.

Ex 1: Impair + Pair = Impair
Ex 2 : Impair + Pair + Impair = Pair
Ex 3 : Pair + impair + pair = impair

Nous avons donc tenté de comprendre pourquoi elles ne sont pas obtenables.
Nous avons exprimé notre probléme sous la forme d’une série avec h le nombre de termes positifs
consécutifs, n le premier nombre de cette somme, et Uy, (n) le résultat de la somme.

=>Pourh=2: U,n)=n+ (n+1)

=>Pourh=3: Usn)=n+ nm+1)+ (n+2)
=>Pourh=4: Um=n+n0+1D)+ n+2)+ (n+3)
=>Pourh=5: Um)=n+n+1D)+ n+2)+ ..+ (n+4)
=>Pourh=6: Um)=n+ n+1)+ n+2)+ ..+ (n+5)
=>Pourh=7: Um)=n+n+1D)+ n+2)+ ..+ (n+6)

=>Pourh=8: U(n)=n+n+1D)+ n+2)+ ..+ (n+7)
=>Pourh=9: Um)=n+ n+1)+ n+2)+ ..+ (n+8)
=>Pourh=10: Ugn)=n+ nm+1D+ n+2)+ ..+ (n+9)

S

Nous avons transformé ces sommes en suites simplifiées :

Pour tout n € N* et pour tout h € N\{0; 1}:
h(h—1)

U,(n) = hn + 3

Démonstration :
UMW) =n+m+1D+--+m+h-1)
=n+n+n+--+n+1+2+3+--(h—-1)

=nh + h(hz_l)

=>Pourh=2: Uy,(n)= 2n+1
=>Pourh=3: Us(n) = 3n+3
On a ensuite factorisé ces suites :

=>Pourh=2: Uy(n) =1x(2n+1)
=>Pourh=3: Us(n) = 3x(n+1)
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Nous pouvons maintenant examiner de plus pres les composantes de chaque nombre obtenu par ce
processus.

Les séquences dans lesquelles h est un entier impair (h = 1 [2]), soit :

=>Pourh=3: Us(n)= 3(n + 1)
=>Pourh=5: Us(n)=5mn + 2)
=>Pourh=7: U,(n)= 7(n + 3)
=>Pourh=9: Uy(n)=9(n + 4)
=>Pourh=11: U;;(n) = 11(n + 5)

Le résultat de la séquence est divisible par : hetn + (h-1)/2.
Soit Impair X Pair ou Impair X Impair.

Les séquences dans lesquelles h est un entier pair (h = 0 [2]), soit:

=>Pourh=2: U,(n)= 12n + 1)
=>Pourh=4: U,(n)= 22n + 3)
=>Pourh=6: Ug(n)= 32n + 5)
=>Pourh=8: Ug(n)=42n + 7)
=>Pourh=10: U;q(n) =5@2n + 9)

Le résultat de la séquence est divisible par: h/2et2n+ h — 1.
Soit Impair X Impair ou Pair X Impair.
On remarque que I’'on n'obtient jamais un facteur pair, multiplié par un autre facteur pair.

Les nombres qui ne peuvent étre obtenus que de cette maniére (Pair X Pair) (1) ne peuvent donc pas
étre décomposés.

Nous savons que les seuls représentants de cette catégorie sont les puissances de 2, cela explique
donc le fait que ces derniéres ne sont pas obtenables.

4. Conclusion

On a donc trouvé qu’en additionnant des nombres entiers consécutifs strictement positifs, les seuls
nombres impossibles a obtenir sont les puissances de 2 (2).

Notes d’édition

(1) En excluant le cas ou I'un des facteurs est égal a 1. En effet on ne peut pas avoir h = 1 puisque la
somme doit comporter au moins deux entiers, et avec h pair le second facteur 2n + h — 1 est impair
et supérieur ou égal a 3.

(2) Non. Il a été montré que les puissances de 2 ne peuvent pas étre obtenues, mais pas que ce sont
les seuls nombres impossibles a obtenir.

On voit dans la liste des résultats avec h pair qu’on obtient tous les entiers naturels impairs a partir
de 3 avec h = 2, tous les nombres de la forme 2(2m + 1) & partir de 2 X 5 avec h = 4,... En prenant
h = 2k*1 on obtient les nombres 2¥(2n + 2¥*1 — 1) avec n > 1, c’est-a-dire tous les nombres de la
forme 2%(2m + 1) avec m > 2k.

Tout entier naturel N non nul est le produit 2%(2m + 1) d’une puissance de 2 et d’un entier impair,
avecm = 1si N n’est pas une puissance de 2. Il reste donc a vérifier que ces nombres peuvent étre
obtenus avec h impair lorsque m < 2¥. On peut alors prendre h = 2m + 1, de sorte que U, (n) =

h(n +%) = (2m+ 1)(n + m) puis, comme 2¥ —m >0, on peut choisirn =2¥—m et on
obtient bien U, (n) = 2K(2m + 1).
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