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Le sujet

Au golter, Marius a le droit a un bonbon qu’il pioche dans un grand sac. Mais ses parents
réalisent que manger autant de sucre, ce n’est pas raisonnable. IlIs décident donc de rajouter des
noisettes dans le sac. A chaque gotter, Marius pioche maintenant au hasard soit un bonbon,
soit une noisette. Si c’est une noisette, alors les parents de Marius rajoutent deux nouvelles
noisettes dans le sac ! Le pauvre Marius va-t-il pouvoir manger tous ses bonbons ?

Résultats

Nous avons démontré que quel que soit le nombre de noisettes dans le sac, lorsqu’il y a un ou
deux bonbons dans le sac, Marius finira toujours par manger tous les bonbons.

I — Premiers exemples

Exemple : Dans le sac, il y a 1 bonbon et 3 noisettes.

Marius commence par piocher une noisette. Il y a une noisette de moins dans le sac mais ses
parents en ajoute 2. Il y a maintenant 4 noisettes et 1 bonbon. Marius pioche a nouveau une
noisette ; il y en a alors 5. Enfin, Marius pioche le bonbon. Il n’y en a plus ; il a donc réussi.

La question est de savoir si Marius piochera tous les bonbons du sac.

Nous avons testé¢ de nombreux exemples simples ; lorsque le nombre de bonbons et de noisettes
¢taient trés petits, on arrivait a chaque fois a ce que Marius prenne tous les bonbons. Mais des
qu’on augmente soit le nombre de bonbons soit le nombre de noisettes, 1’expérience durait tres
longtemps sans aboutir.

On a eu alors I’idée de faire un programme Scratch pour tester des exemples plus complexes.

II — Programme Scratch
Le programme Scratch (en annexe) nous a aussi permis de faire rapidement de nombreux
exemples. On a remarqué que Marius mangeait toujours tous ses bonbons, méme si cela pouvait
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durer trés longtemps (parfois, pour un grand nombre de bonbons et de noisettes, le programme
ne donnait pas de réponse). Grace a tous les exemples testés qui ont abouti, nous avons pu
émettre la conjecture que Marius allait toujours réussir a manger tous les bonbons.

IIT — Autre piste : le tableau de I’infini

Nous avons ensuite pensé a mettre les probabilités de tirage des bonbons et des noisettes dans
un tableau a double entrée, pour visualiser 1’évolution du probléme au fur et a mesure des
tirages, comme une plateforme de jeu vidéo sur laquelle on peut se déplacer.

Rgsultats : 1bonbon 2bonbons 3 bonbons 4bonbons 5bonbons 6 bonbons

: 1 12 13 14 15 16 1
1 noisette 5———5 3——— 3 4--- 2 5____ 5 6 I 5 7 I 7
e 1202 28 24 25 26 2
2 noisettes g-——g 4-—- 1 5 -—— g 6--_- 6 7_ - 73 —_ 3
s L3233 34 35 36 3
3 noisettes Z————Z 5 ————g 6 — 6 7 —_ 7 8____ 3 g---- 9
procemes L4 2 43 44 45 46 4
nolseres 5 5 6 6 7 7 8 8 9 510 10
e L0502 53 54 55 56 5
5 noisettes E———— 6 z -—- z 8--— 39 —_ 9 %O"“Ell I 11
. 1. 62 63 64 6 6 6 6
6 noisettes 7--——7 8-—- ) — 9 10_-_- 1011 - 5 12____12

Voici les régles de déplacement :
- On commence dans une des cases du tableau.

- Dans chaque case, il y a la probabilité de piocher un bonbon et celle de piocher une noisette.
e Sinous piochons une noisette, nous allons en bas.
e Sinous piochons un bonbon, nous allons a gauche.

Le but étant de piocher tous les bonbons, il faut sortir du tableau par la gauche. On remarque
que nous ne pouvons que descendre (a chaque tirage le nombre de noisette reste le méme ou
augmente de 1) ou aller vers la gauche (on ne peut pas ajouter de bonbon donc leur nombre
reste le méme ou diminue). En somme, nous ne ferons que nous rapprocher du but et on peut
penser que & un moment on arrivera a sortir du tableau, c’est a dire que Marius aura un jour
mangé tous ses bonbons .

La conjecture est posée avec le programme Scratch et le tableau de I’infini : peu importe le
nombre de bonbons et de noisettes dans le sac, Marius arrivera a manger tous les bonbons.
Il nous reste a démontrer notre conjecture.

IV — Démonstration — Arbres de probabilités

Nous allons utiliser des arbres de probabilités pour calculer la probabilité¢ a chaque étape de
tirer un bonbon ou une noisette. Nous avons besoin d’une propriété et de notations pour la suite
de notre article.

Propriété : La somme de la probabilité de piocher une noisette et de la probabilité de piocher
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un bonbon est égale a 1 a chaque étape.

Notations : #n est le nombre de noisettes, b, le nombre de bonbons et i, le nombre de fois ou
Marius a pioché dans son sac (ce qui correspond au nombre de gotters). P(b) est la probabilité
de piocher tous les bonbons, P(n), celle de piocher toutes les noisette et P; sera la probabilité

¢tudiée au i-¢me gotter.

Hb=1
a)casl:n=1.

Voici I’arbre de probabilité : B veut dire que Marius a pioché un bonbon et N signifie qu’il a

pioché une noisette. Dés que Marius pioche le bonbon, ¢’est terminé.

/B FIN
12
IB IN
> B FIN
\ 1/3
N
N _BFIN
N
3/4

SN

Calculer la probabilité d’avoir le bonbon parait difficile a calculer donc on va calculer la

probabilité de I’événement contraire : ne piocher que des noisettes.

1 1.2 1 1,23 1 1,23 i 1
P ==;P. =-X===;P =-X=X===; ... ;PB(N)=>X=X=>X..X—=—
1(n) z’Z(n) 2737 3 3(n) 27374 420 () 27374 i1 i+1

Ona: P;(n) =1— P;(b)

Lorsque i devient de plus en plus grand, ﬁ se rapproche de plus en plus de 0 et donc P;(n) =

1 — P;(b)se rapproche de plus en plus de 1. Donc Marius finira, dans ce cas par avoir son
bonbon. [1]

b)cas2:n=2.
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B FIN

1/3

IB 2N

B FIN
3/4\ s -

Nous faisons un raisonnement identique au précédent ; nous calculons la probabilité de ne tirer
que des noisettes.

P (n) =§;Pz(n) =§x%=%;p3(n) =§><
Ona: Pi(n) =1— Pi(b)
Lorsque i devient de plus en plus grand, i + 2 aussi etﬁse rapproche de plus en plus de 0 et

2 3 4 i+1 2
I o ==X=-X=-X,. X—=—
’ ; Pi(n) 37475 i+2  i+2

X

S w
wul |
viiN

donc P;(n) = 1 — P;(b)se rapproche de plus en plus de 1.
Dans ce cas également, Marius piochera son bonbon.

c¢) Nous avons augmenté le nombre de noisettes mais toujours avec la méme conclusion.
3
Pourn=3 :P;,(n) = —

i+3
Pourn=4 :P;(n) = i%
Pour n =k :P;(n) = ﬁ

Lorsque i devient tres grand, le dénominateur devient trés grand et la probabilité de ne tirer
que des noisettes se rapproche de 0 ; la probabilité de tirer le bonbon se rapproche donc de 1.

Conclusion : S’il n’y a qu’un seul bonbon dans le sac, peu importe le nombre de noisettes,
Marius le piochera.

Nous allons maintenant augmenter le nombre de bonbons.

2)b=2
casl:n=1.
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On peut déja commencer par voir que 1’arbre est plus compliqué que les précédents.
Cependant, dés que I’on pioche un bonbon, on se retrouve dans une partie de 1’arbre (dans un
encadré rouge), ou 1’on retrouve les arbres ou il n’y a qu’un seul bonbon. Donc si on arrive
dans un de ces sous arbres, on a démontré que Marius finira par avoir son bonbon.

Calculons donc la probabilité de ne pas y arriver.

1 1 2 2 1 2 3 2 3 4 2
P1(Tl)=§;Pz(n)=§><z=m;P3(n)=§><;><g_4x5,1’4(ﬂ)— XoX==ei)

1.2_3_4 i 2 DN 1 .
Pi(n)—EXZXEXgX...XE—m Ona.Pl(n)—l Pl(b)

Lorsque i devient de plus en plus grand, (i + 1 )(i + 2) aussi et se rapproche de plus en

(i+1)x(i+2)
plus de 0 et donc P;(n) = 1 — P;(b)se rapproche de plus en plus de 1.
Marius piochera tous ses bonbons.

Lorsqu’on augmente le nombre de noisettes, le ralsonnement reste le méme ; Marius piochera
- bon, qu’on a déja étudié.

un bonbon et ensuite
Pourn=2 :P;(n) =

2X3
(i+2)x(i+3)
3x4
(i+3)x(i+4)
kx(k+1)
(i+k) X (i+k+1)
La probabilité d’avoir ses deux bonbons se rapproche de 1.

3) Toujours plus de bonbons

Pourn=3:P;(n) =

Pourn==Fk: P;(n) =

Nous avons ensuite remarqué que lorsque 1’on augmentait le nombre de bonbons, on
retrouvait les arbres précédents dés que 1’on piochait un bonbon : si on a x bonbons, on finit
par en piocher un et on arrive dans un arbre étudi¢ avec x — 1 bonbons. Il fallait donc calculer
la probabilité de ne piocher que des noisettes.

Cas b bonbons et n noisettes.
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egel , n . .
Lorsqu’on calcule cette probabilité, ce calcul commence par—. Puis, si on reste sur la

branche ou on ne tire que des noisettes, le nombre de bonbons reste le méme mais le nombre

de noisette et donc le nombre total d’ingrédients dans le sac, augmente de 1. Le facteur
n+1
n+b+1

A T’étape i, des simplifications vont se faire et il nous restera un produit de facteurs , un
nombre donné au numérateur, qui ne dépendra pas de i et au dénominateur, un produit qui
dépend de i et qui fera que la probabilité de ne tirer que des noisettes tend vers 0 alors que
celle de tirer tous les bonbons tend vers 1. [2]

et ainsi de suite.

suivant est donc

Nous n’avons pas réussi a le démontrer mais nous pensons, avec toutes ces remarques que,
peu importe le nombre de bonbons et de noisettes dans le sac, Marius finira toujours par
manger tous les bonbons méme si cela peut étre trés long ! [3]

Pour finir... Un peu d’humour.
Nous avions aussi €voqué la possibilité que :

e le sac explose.

e Marius meure ou quitte la maison de ses parents avant qu’il ait mangé tous ses
bonbons.

e Marius reconnaisse les bonbons au toucher.
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Annexes

1 — Programme Scratch

quand ‘est cliqué

répéter indéfiniment

mefire nbiotal w a nbbonbons + nbnoisettes

=4

quand est cliqué

mettre nbtentatives ~ 2 @)

demander (QLENEEIEY et attendre

metire nbnoiseties » & réponse

demander (@QLISLNIEY et attendre

metire nbbonbons v & réponse

répéter jusquaceque nbbonvons = ()
metire choose * a nombre aléatoire entre o et nb total
si choose > nb bonbons alors

ajouter o 2 nbnoiseftes =
sinon

ajouter o a nbbonbons «

ajouter o & nbtentatives ~
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Notes d’Edition

[1] Il faudrait cependant observer que cette conclusion repose sur le fait (admis en Théorie
des Probabilités) que la probabilité de I'intersection infinie d’événements (tirer toujours N) est
égale a la limite des probabilités (de tirer N) jusqu’au i-ieme tirage.

Il faudrait également observer que ce résultat ne donne aucune information sur le temps au
bout duquel B sera tiré.

[2] Cette observation est correcte. Formellement, on peut procéder comme suit.

Désignons par P;(N) la probabilité que, lors des premiéres i extractions, on obtienne toujours
une noisette (N). Nous avons donc

n n+1 n+i—1

P.(N) = . e ——————
{0 n+b n+b+1 n+b+i—-1

Il faut toutefois garder a I'esprit que i est, a partir d’'un certain rang, supérieur a b + 1. Pour
ces valeurs de i i nous pouvons donc écrire

n n+1 n+b n+b+1 n+i—1
n+b n+b+1 " n+b+b n+b+b+1 7 n+b+i-—-1

Pi(N) =
En observant qu’a partir de la valeur n + b du numérateur, tous les termes se simplifient avec
les termes initiaux du dénominateur, on peut écrire

nn+1).(n+b—-1)
nm+dn+i+1)..(n+b+i—1)

P;(N) =

D’ou il suit que }LI?O P;(N) = 0. On peut remarquer que l'idée de base de cette démonstration
est la méme que celle vue plus haut pour b = 2. Avec b générique, tout est évidemment plus
compliqué, mais pas sur le plan conceptuel.

[3] La démonstration vue plus haut répond a la question de savoir si Marius parvient a manger
UN bonbon. Pour savoir si Marius mangera TOUS les bonbons, il faut considérer 'ensemble
de I'arbre des possibilités, mais l'idée de base reste toujours la méme.
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    P 1  ( n ) =  1 2


    P 2  ( n ) =  1 2 ×  2 3 =  1 3


    P 3  ( n ) =  1 2 ×  2 3 ×  3 4 =  1 4


    P  i  ( n ) =  1 2 ×  2 3 ×  3 4 × . . . ×   i  i + 1 =  1  i + 1


    P  i  ( n ) = 1 −   P  i  ( b )


   1  i + 1


    P  i  ( n ) = 1 −   P  i  ( b )


    P 1  ( n ) =  2 3


    P 2  ( n ) =  2 3 ×  3 4 =  2 4


    P 3  ( n ) =  2 3 ×  3 4 ×  4 5 =  2 5


    P  i  ( n ) =  2 3 ×  3 4 ×  4 5 × . . . ×   i + 1  i + 2 =  2  i + 2


    P  i  ( n ) = 1 −   P  i  ( b )


   2  i + 2


    P  i  ( n ) = 1 −   P  i  ( b )


    P  i  ( n ) =  3  i + 3


    P  i  ( n ) =  4  i + 4


    P  i  ( n ) =   k  i + k


    P 1  ( n ) =  1 3


    P 2  ( n ) =  1 3 ×  2 4 =  2  3 × 4


    P 3  ( n ) =  1 3 ×  2 4 ×  3 5 =  2  4 × 5


    P 4  ( n ) =  1 3 ×  2 4 ×  3 5 ×  4 6 =  2  5 × 6


    P  i  ( n ) =  1 3 ×  2 4 ×  3 5 ×  4 6 × . . . ×   i  i + 2 =  2   ( i + 1 ) ×  ( i + 2 )


    P  i  ( n ) = 1 −   P  i  ( b )


   2   ( i + 1 ) ×  ( i + 2 )


    P  i  ( n ) = 1 −   P  i  ( b )


    P  i  ( n ) =   2 × 3   ( i + 2 ) ×  ( i + 3 )


    P  i  ( n ) =   3 × 4   ( i + 3 ) ×  ( i + 4 )


    P  i  ( n ) =   k ×  ( k + 1 )   ( i + k ) ×  ( i + k + 1 )


    n  n + b


    n + 1  n + b + 1


  i


    P  i ( N )


  i


  ( N )


    P  i  ( N ) =     n  n + b ∙   n + 1  n + b + 1 ∙ …   ∙   n + i − 1  n + b + i − 1


  i


  b + 1


  i


    P  i  ( N ) =     n  n + b ∙   n + 1  n + b + 1 ∙ …   ∙   n + b  n + b + b ∙   n + b + 1  n + b + b + 1 ∙ …   ∙   n + i − 1  n + b + i − 1


  n + b


    P  i  ( N ) =     n  ( n + 1 ) … ( n + b − 1 )   ( n + i )  ( n + i + 1 ) … ( ( n + b + i − 1 )


     lim  i → ∞ ⁡    P  i  ( N ) = 0


  b = 2


  b

