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1. Le Sujet

On considere un nombre réel a > 0, et on fixe un réel x,. On construit alors une suite de nombres en
calculant, pour n € N, x,,,; = 1 —a x2. Pour des valeurs de a proches de zéro, on peut voir assez
facilement que la suite de nombres se comporte trés simplement. Plus la valeur de a augmente, plus
¢a se complique, pour arriver a une situation chaotique. On se propose d’essayer de tester ce

phénoméne numériquement, grace a un calcul sur ordinateur, et de justifier ensuite certains
phénomenes observés.

Pour cela nous allons voir que :

R/
0.0

La suite est définie par récurrence a l'aide d'une fonction continue qui laisse stable
l'intervalle [0,1] (1).

% La monotonie de la suite va dépendre de la monotonie de f (et donc potentiellement de la
valeur de a) et du terme initial de la suite.

¢ Si la suite converge ce sera vers un point fixe de f et si les sous-suites d'indices pairs et
impairs convergent ce sera vers un point fixe de f o f

%+ On cherche donc a résoudre, dans le cas de I'étude des sous-suites, I'équation f o f(x) = x
ce qui méne a une équation polynomiale de degré 4 dont les racines, et donc la convergence
de ces sous-suites et ainsi la nature de la suite (u,), dépendent de la valeur de a.

2. Observations

+* Nos outils d’observations

Nous avons pu observer le comportement de cette suite grace a
plusieurs outils :

o 08
1 056352
2 058529
3 057326
4 056935
§ 055063
L 054372

0536592
B 052412
11 2 0351035
049573
46033
14 12 046451
15 13 0443339
18 14 043238
17 15 0.4167
18 16 040183
10 17 03ER2
20 18 03TI82
i) M D3ET
22 20 035493
23 21 0.34587
24 22 034013
25 23 033474
.| 28 24 033035
27 25 032688
28 26 032414
20 7 032204
30 28 032035
3 29 031906
32 30 031808
33 El 031732
34 32 031574
35 33 0.3163

e La modélisation de suite sur calculatrice

e Une feuille de tableur. Il était alors compliqué de voir les
limites de la suite car les valeurs étaient trés proches sans étre
égales.
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NOTRE OUTIL PRINCIPAL

e Graphique Geogebra modélisant la courbe f(x) =1 — ax?® et la courbe g(x) = x afin
d’obtenir la valeur des termes de la suite en fonction du premier terme x,, ici noté b (2).

Résoudraificir)

) _|x_.|cv-'l'iii 50 I_m.m'm' 50

| 81 21

J

a=081

® fix) = 18812’
o n=510
® b=05

D764, 059252, 0T 1487, 058

azn@

T

| —t1a T80 =0 —10 V450
Iy L E= v i
| fi] 3l

+» Comportement de la suite
Pour toutes nos observations, b = x, = 0,6
® Pour0<a < 1let0 <xq <1touslestermes de la suite sont dans l'intervalle [0; 1].

. 3 , . o
® Lasuite converge pour une valeurde a € [0; Z] (au départ, nous pensions que c’était 0,748)
® Poura > " la suite n’est plus convergente. La suite des termes d’indices pairs converge vers
un nombre réel et la suite des termes d’indices impairs vers un autre nombre réel.
+» Comportement des fonctions

On pose h la fonction telle que h(x) = f(f(x)) pour x € [0; 1]. La courbe représentative de cette
fonction admet un seul point d’intersection avec la courbe y = x dans l'intervalle [0; 1] pour 0 <
a < 0,75. Pour de plus grandes valeurs de a, elle admet 3 trois points d’intersection.

a<0,75
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a=0,75

3. Démonstrations

% La suite reste dans l'intervalle [0; 1]

Nous aimerions démontrer que la suite ne sort pas de I'intervalle [0; 1] pour un a € [0; 1]. Pour ceci,
nous utilisons un raisonnement par récurrence:

Posons xy € [0;1]et0<a <1
Pour n € N, notons P(n) la propriété: “0 < x, < 1”

Initialisation

Pourn =0, on pose 0 < x, < 1. La propriété est donc vraie au rang 0.

Hérédité

Supposons que la propriété P(n) soit vraie pour un certain entier n. On a, d’aprés I'hypothése de
récurrence, 0 < x, < 1.

Or la fonction f: x — 1 —ax? est une fonction décroissante sur [0; 1]. D’ou

fO) = flxn) 2 f(1)
1 2 xn+1 2 1 —a
or0<a<1ldoncl—a=0,soit
0<1l—-a<xy4; =<1
La propriété P(n + 1) est alors vraie.

Conclusion
La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire. D’aprés le principe de récurrence, la propriété P(n)
est vraie pour toutn € N.
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% Etude de la fonction h

Pour la suite de nos démonstrations, nous aurons besoin des variations de la fonction h définie pour
x € [0;1] par h(x) = f(f(x)) soit h(x) = 1 — a(1 — ax?)?.

Pour cela, étudions la fonction f :
Soit f’ la dérivée de f : f'(x) = —2ax. Orx, €[0,1]et0 < a < 1donc f'(x) <0.
Ainsi, f est décroissante sur [0,1].

Sachant que la fonction h est la composée de la fonction f par elle-méme, elle est la composée de
deux fonctions strictement décroissantes donc elle est strictement croissante sur [0,1].

¢ Etude de la suite pour a < 0,75

» Etude d’un cas particulier o
1
1
Posons a = et xo = 0,6 oo
Pourtoutréelx’ m& ....................
8.7
h(x) = f(f(2) .
Ainsi h(x) =1 —a(1 — ax?). 05
4 8 12 16 20
Etdonc h(x) = ——x*+=x2+3
64 8 4

e Pourn € N, on note (uy,) la suite des termes d’indice pair de la suite (x,,).
(uy) est définie par u,41 = h(u,) etuyg = x5, =0,6

e Pourn € N, on note (v,) la suite des termes d’indice impair de la suite (x;,).
(vy) est définie par v, .1 = h(v,) et vy = x4 =0,91.

Observons la suite (u,;,)

D’apreés les premiers termes, la suite (u,) semble croissante: uy = 0,6 ,u; =0,79,u, = 0,82 ...

D’apreés la partie précédente, la suite reste dans l'intervalle [0; 1] quelque soit la valeur de x et de a.
Ainsi, (u,,) est majorée par 1.

Prouvons le par un raisonnement par récurrence :

Pour n € N, notons P(n), la propriété : “0 < u, < up; < 17,

Initialisation

Pourn=0,uy=06etu; =h(uy) = 0,79s0it0 <uy<u; <1.

La propriété est donc vraie au rang 0.

Hérédité

Supposons que la propriété P(n) soit vraie pour un certain entier n.

Ona 0<u,<u,y1 <1 d’apres I’hypothése de récurrence
h(0) < h(u,) < h(upsq) < h(1) car la fonction h est croissante sur [0; 1].
Donc 0<2<tUpy Stpy =<1

La propriété P(n + 1) est alors vraie.

Conclusion

La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire. D’aprés le principe de récurrence, la propriété P(n)
est vraie pour tout n € N (3).
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On vient alors de démontrer que la suite (u,) est donc croissante et majorée par 1. D’apreés le
théoreme de convergence monotone, la suite converge ainsi vers une limite 0 < Ly < 1.

En conclusion :
e lasuite (u,) converge vers une limite 0 <L, < 1.
® Elle est définie par la relation de récurrence u, 1 = h(u,).
e Lafonction h est une fonction polynéme de degré 4, c’est donc une fonction continue.

Ainsi, d’aprés le théoréme du point fixe, la limite L, est un point fixe de la fonction h soit une
solution de I'équation h(x) = x.

Observons la suite (1)

D’aprés les premiers termes de la suite (v,,) la suite semble décroissante: vy, =091, v; = 0,84,
v=20,83..

D’aprés la partie précédente, la suite reste dans I'intervalle [0; 1] quelque soit la valeur de x, et de a.
Ainsi, (v,,) est minorée par 0.

Prouvons le par un raisonnement par récurrence.

Pour n € N, notons P(n), la propriété : “0 < v, < v, < 1”.
Initialisation

Pourn =0,vy =091 etv; = h(vy) =0,84s0it0 < vy < vy < 1.
La propriété est donc vraie au rang 0.

Hérédité

Supposons que la propriété P(n) soit vraie pour un certain entier n.

Ona: 0<vp 1=y, <1 d’apres I’hypothése de récurrence
h(0) < h(vy41) < h(v,) < h(1) car la fonction h est croissante sur [0; 1].
Donc 0<2< vy, SV <—<1

La propriété P(n + 1) est alors vraie.

Conclusion
La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire. D’apres le principe de récurrence, la propriété est
donc vraie pour tout n € N.

On vient alors de démontrer que la suite (1,) est croissante et majorée par 1. D’apres le théoréme
de convergence monotone, la suite converge ainsi vers une limite 0 < M, < 1.
En conclusion

e Lasuite (v,) converge vers une limite 0 < M, < 1.

e Elle est définie par récurrence par v,4.1 = h(vy).

e Lafonction h est une fonction polynéme de degré 4, c’est donc une fonction continue.
Ainsi, d’aprées le théoreme du point fixe, la limite M, est un point fixe de la fonction h, M, vérifie
h(My) = M.

Trouvons les limites Ly et M,

h(x)—x<:>1—a(1—ax2)2—x<:>_—lx‘*+lxz+§—x<:>_—1x4+1x2—x+E =0
B B 64 8" 4 64 8 4

Pour résoudre cette équation, étudions la fonction d définie par

1 1 3
= —— 4 —x2 - -
d(x) 64x +8x x+4

-x3+4x-16

d est dérivable sur R et sa fonction dérivée est donnée par d'(x) = ”
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Nous avons besoin du signe de cette dérivée pour x € [0;1]. Pour cela, nous cherchons ses
variations sur [0; 1]. Introduisons alors la dérivée seconde de d :

N —3x%+4
d'(x) = ———

Pour x € [0;1], —3x2 +4 > 0 donc d”(x) > 0. Dans ce cas, d’ est croissante sur [0; 1] donc les
images de x dans cet intervalle par la fonction dérivée sont inférieures a I'image de 1 : d’(x) <

d(1).ord'(1) = —E. D'ou d'(x) < —E < 0 donc d’ est négative sur [0; 1] et la fonction d est

décroissante.

On obtient alors le tableau :

X 0 1

Signe de d’(x) -

B w

Variations de
d(x)

64

e La fonction d est une fonction continue comme fonction polynéme.

e La fonction d est strictement décroissante sur [0; 1].

« fO=3F )=~ Zet0e |-

64’ 4
Ainsi, d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation d(x) = 0 et donc
h(x) = x admet une seule solution sur [0; 1]. La fonction h(x) n’admet alors qu’un seul point fixe

dans l'intervalle. En conclusion, L, = M, donc les sous-suite (u,) et (v,,) convergent vers une seule
et méme limite. La suite (x,,) converge donc.

Cherchons la valeur de M, et Ly, les solutions a h(x) = x, ou bien d(x) = 0.
1 1 3
dx)=0 ——x*+-x2—-x+-=0
(x) " + g~ X+ 2
On se retrouve face a un polyndme de degré 4. Or si on trouve les solutions a f(x) = x alors, on aura
déja 2 racines du polynéme d. Car si f(x) = x on a également f(f(x)) = f(x) = x.
On résout alors :
f)y=x © 1—%x2=x@—ix2—x+120
©—x?-4x+4=0—((x+2)?2-8) =0 —((x +2)>—-(2v/2)>) =0
& -(x-2V2+2)(x+2V2+2)=0eoxe{2v2-2; -22-2}.
Or, —2v/2 — 2 < 0 donc n'appartient pas a 'intervalle [0; 1]
La seule solution pour M, = L, est —2 + 2+/2 =~ 0.83. Elle appartient bien a I'intervalle [0; 1].

Ontrouve lim u, = Ly = My = —2 + 2+/2.

n—-+o
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> Dans le cas général

Jusqu’ici nous avions fixé le a = " et le premier terme x, = 0,6. Maintenant, nous cherchons a
démontrer que la suite (x,) converge pour tout a < 0,75 et pour tout x, de I'intervalle [0; 1].

Nous voulons pour cela déterminer le sens de variations et la convergence des sous-suites (u,) et
(vy,) selon le premier terme x,, de la suite principale.

Pour cela nous allons utiliser le théoreme du point fixe et la fonction d définie sur [0; 1] par d(x) =
h(x) — x.

Le tableau de signes de la fonction d

Pour cela cherchons les racines de ce polynéme :
dx)=0o1—-a(l—-ax?)?—-x=0&1—a+2a*x?—a3x*—x=0.

On se retrouve face a un polyndme de degré 4... Or si on trouve les solutions de f(x) = x alors, on
aura déja 2 racines du polyndome d.

Soit: f(x)=xeol-ax?=xo —ax?’—x+1=0

Celui-ci est un polynéme ax? + fx + y de degré 2, aveca = —a, f = —lety = 1.
A=pB?—4ay=1+4a

Pour un a # 0 dans l'intervalle ]0; 1] on a A > 0 et le polynédme admet donc 2 racines :

p-VA__1-+itda

Po = 2a 2a
, =B+ 1+\/1+4a<0
Po = 2a B 2a

La fonction d étant un polyndme de degré 4 avec pour racines @, et ¢,. Elle peut s’écrire sous la
forme d(x) = —a3(x — @o) (x — @) (x — @1) (x — @) avec @, et @, a déterminer.

Or on sait déja que —ax®* — x + 1 = —a(x — @) (x — o)
Soitd(x) = a?(—ax? — x + 1)(cx? + bx + e)
e d(x) = (—a3x? —a’x +a?)(cx?* + bx + e)
& d(x) = —adx*c — ba3x3® — a’x?e — ca’x3 — ba*x? — ea’x + ca’x? + ba’x + ea?
e d(x) = (—a3c)x* + (=ba® — ca?)x3 + (—a3e — ba? + ca?)x? + (—ea? + ba?)x + ea?

Par identification avec notre premiére expression de la fonction, on se retrouve a résoudre :

I( —ac=-a IfC=11
3 2 _
—ba® —ca® =0 b=—— cara*0
—ade —ba® +ca® =2a* © a
—ea? + ba? =-1 ezl_a
ea’?=1-—a k a?

Donconad(x) = —a®*(x — @y)(x — @) (xZ _ix +ﬁ)_

1-a

.. .y . ~ . 1
Ainsi, pour trouver les derniéres racines du polynéme on doit trouver celles de x? — oX + el

. R . -1 1-
Celui-ci est un polyndme du second degré aveca =1, ff = — ety = a—a .

-1\ 1-a -3 +4a
A=ﬁz—4ay=<—> — X 4=—-—

a a? a?
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Ici, nous sommes dans le cas ol a < 0,75 donc on a A < 0, donc le polyndme n’admet pas de racines
réelles

La fonction d admet alors une seule racine dans notre intervalle d’étude : @o.

. . 1 1- -
Et dans I'expression de la fonction d : d(x) = —a3(x — x0,)(x — x;) (xz —-x+ a—za) le coefficient
dominant —a? est négatif car a > 0. Donc la fonction d étant un polyndme de degré 4 avec un
coefficient dominant négatif est donc positive, s’annule et devient négative. De plus, on sait que f

est une fonction décroissante. On peut alors construire le tableau :

x 0 ®o 1

Signe de d(x) + 0 -

Variations de 1 \
f@ "

Etude des sous-suites

Nous allons maintenant étudier les sous-suites (u,) et (v,) .

Rappelons que (u,) est la suite des termes pairs de la suite (x,,), définie par récurrence par U, =
h(uy), et (v,) est la suite des termes impairs de la suite (x,,), définie par récurrence par v, =
h(vy,).

- Pour x,€ [0, po

On observe que si xo =ugy € [0, @[ alors, d(uy) >0 & h(uy) —uy >0 © h(uy) > ug © uy >
Ug.

Des lors, la suite (u,,) apparait comme croissante. Or on démontré que la suite reste dans I'intervalle
[0; 1] quelque soit la valeur de x et de a. Alors, la suite (u,) semble également majorée par 1.

Prouvons le par récurrence :
Pour tous n € N, notons P(n) la propriété: “1 = u,,q = u, = 0".

Initialisation
1> uy = uy = 0. La propriété est donc vraie au rang 0.

Hérédité
Supposons que la propriété P(n) soit vraie pour un certain entier n.
Ona 1>upy12u, =0 d’apres I'’hypothese de récurrence
h(1) = h(upy1) = h(uy) = h(0) car la fonction h est croissante sur [0; 1].
Donc 121-a(l—-a) =upy S U =1—a =0,

carl>a donc 1—a>0 dou a(l—a)?>>0 etainsi 1—a(l—a)?><1.
La propriété est donc vraie pourn + 1.

Conclusion
La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire. D’apres le principe de récurrence, la propriété est
donc vraie pour toutn € N.

On vient alors de démontrer que la suite (u,) est croissante et majorée par 1. D’aprés le théoréme
de convergence monotone, la sous suite (u,,) converge vers une limite L < 1.
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Ainsi,

e Lasuite (u,) convergeversunelimite0 <L <1

® Elle est définie par récurrence par u,, ;1 = h(u,)

e Lafonction h est une fonction polynéme de degré 4, c’est donc une fonction continue.
Donc, d’apreés le théoréme du point fixe, la limite L est un point fixe de la fonction h, L vérifie h(L) =
L.

Or d’aprés notre étude de la fonction d, dans notre situation, la fonction h admet pour seul point fixe
dans [0 ;1] le point ¢y . Donc  lim u,, = ¢,.
n—+oo

Pour la suite (1,), si xg € [0, po[ alors vy = f(xg) € [¢o; 1].
Or d’apreés le tableau de signe de d, dans cet intervalle d(v,) < 0 donc h(v,) — vy < 0 et ainsi
h(vy) < vy, d’oli v; < vy
Deés lors, la suite(vy,), apparait comme décroissante. Or on démontré que la suite reste dans
I'intervalle [0; 1] quelque soit la valeur de x, et de a. Alors, la suite (17,,) semble également minorée
par 0.
Nous pouvons prouver tout cela par récurrence comme précédemment et on en arrive a la
conclusion que (v,) est convergente et liErn Up = Q-

n—-+oo

Ainsi, les deux sous-suites admettent les mémes limites donc la suite (x;,) est convergente vers @y =

1-V1+4a . . 1-v1+4a
——¢C estadlreque lim Xn=@Qg = ————"
2a n—-+oo 2a

- _Pour xy€ [@g; 1]

En raisonnant de la méme fagon, on trouve ici que (u,), est décroissante et minorée donc converge
e 3 . -

vers un point fixe de h. Or, avec un a € [O;Z]’ la fonction h n’a qu’un seul point fixe ¢, dans [0;1].

Donc la suite (u,), converge en @,.
On trouve également que la sous suite (1;,) est croissante et majorée donc converge vers un point
fixe de h, @o.

. . 1-V1+4
Ainsi, la suite (x,,) est convergente et tend vers ¢, = ——T :
. 1—+1+4a
im x, = = 5
o, Xn = Po 2a

» Conclusion

Nous avons ici démontré que quelque soit la valeur de a dans l'intervalle [0; " ], les deux sous suites

(up) et (v,) admettait la méme limite : @y = —%. Ainsi, la suite (x,) est convergente lorsque
0<as<?.
4
¢ Etude de la suite poura > 0,75
1
0.9 - =
» Etude d’un cas particulier —+ e o|°
Posonsa = 0,8, x, = 0,6 et sre ot T
°E L,
h(x) =1—a(l—ax?)?=1-0,8(1—-0,8x2)? o S -
0.4 . .
Déplacer : AV<D Zoomer : + o: -

Ona
(uy) la suite des termes pairs de la suite (x,), définie par u,.1 = h(u,) etuy =x, = 0,6

et (v,,) la suite des termes impairs de la suite (x;,), définie par v,,,1 = h(v,) etvy = x; = 0,712.
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Observons la suite (u,)

D’aprés les premiers termes, la suite (u,) semble décroissante : uy = 0,6 , u; =0,594 , u, =
0,588 ...

D’apreés la partie précédente, la suite reste dans I'intervalle [0; 1] quelque soit la valeur de x et de a.
Ainsi, (u,,) apparait aussi comme minorée par 0.

Prouvons-le par une récurrence.

Pour tout n € N, notons P(n), la propriété: "1 >u, = u,,; =0"

Initialisation

Pourn =10,uy =0,6 etu; = 0,594 soit 1 > uy > u, > 0. La propriété est donc vraie au rang 0.
Hérédité

Supposons que la propriété P(n) soit vraie pour un certain entier n. Ona

1zu,=2uy1 =0 d’aprés I’hypotheése de récurrence,
Soit h(1) = h(uy) = h(up4+1) = h(0) car la fonction h est croissante sur [0,1].
D’ou 1>0968=>uyiq =2 up2=202=20

P(n+ 1) est vraie.
Conclusion

La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire. D’aprés le principe de récurrence, la propriété est
donc vrai pour toutn € N.

On vient alors de démontrer que la suite (u,) est décroissante et minorée par 0. D’apres le
théoréme de convergence monotone, la suite converge ainsi vers une limite 0 < L < 1.

En résumé,
e la suite (u,) est décroissante et converge vers une limite 0 < L < 1.
e Elle est définie par récurrence par u,,1 = h(uy)
e La fonction h est une fonction polyndme de degré 4, c’est donc une fonction continue.

Donc, d’apres le théoréme du point fixe, la limite L de la suite (u,) est un point fixe de la
fonction h. L vérifie h(L) = L.

Trouvons L.
h(x)=x & h(x)—x=0 ©d(x)=0

Or on sait que d(x) = a?(—ax? — x + 1) (xz —%x +1a_—2a), doncaveca = 0,8

5
h(x) =x o d(x) = 0,64(—0,8x% — x + 1) (xz —1,25+x +E> =0

Ona —08x%?—x+1=0 ou x2—1,25x+136=0.

—0,8x% —x + 1 est un polyndme de degré 2 avec un discriminant A; = (—1)2 +4x08=4,2>
0. Donc ce polyndme admet 2 racines réelles :

_1+v32  —5-+105 _

— ~191
Yo =776 8

1-v&2 —5++105
== =066
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5 R . o
De plus, x2—1,25x + Te est un second polynéme du second degré avec pour discriminant A, =

(—1,25)%2 — 4 x 116 = 116 > 0 donc ce polynéme admet 2 racines réelles :
1,25 >
22t 76 5+45
x = =
2 2 8

5
1,25— E_S_\/g
2 )

= 0,90

=~ 0,35

Donc

8 2 8

{ —5—+/105 5—+/5 —5++/105
S = x0=—8 ;X3 = 3 [ X = ————; X

:5+\/§}

Orugy = 0,6, la suite est décroissante et minorée par 0.
N 5-v5

Donc L = x5, d’ou lim u, =x3 =—— (4).

n-+oo 8

Observons la suite (v,)

D’apreés les premiers termes, (v, ) semble croissante: vy = 0,712, v; = 0,717, v, = 0,723 ...

D’apreés la partie précédente, la suite reste dans l'intervalle [0; 1] quelque soit la valeur de x et de a.
Ainsi, (v,,) apparait comme majorée par 1.

Prouvons le par récurrence.:
Pour tout n € N, notons P(n), la propriété : "1 > v,,, = v, =0".

Initialisation
Pourn=0,vy =0,712 et v; = 0,717s0it 1 = v = vy = 0. La propriété est donc vraie au rang 0.

Hérédité

Supposons que la propriété P(n) soit vraie pour un certain entier n. On a

1zvp 20,20 d’aprés I’hypothése de récurrence.
Soit h(1) = h(vy41) = h(v,) = h(0) car la fonction h est croissante sur [0,1]
D’ou 1>20968=>v,,, =2v,,12022=>0

P(n + 1) est vraie.

Conclusion
La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire. D’apres le principe de récurrence, la propriété est
donc vraie pour tout n € N.
On vient alors de démontrer que la suite (v,,) est croissante et majorée par 1. D’apres le théoreme
de convergence monotone, la suite converge ainsi vers une limite 0 < M < 1.
En résumé,

e lasuite (v,) est croissante et converge vers une limite 0 < M < 1.

e Elle est définie par récurrence par v,,.1 = h(v,).

e Lafonction h est une fonction polynéme de degré 4, c’est donc une fonction continue.

Donc, d’apres le théoréme du point fixe, la limite M de la suite (v3,) est un point fixe de la fonction h,
M vérifie h(M) = M.
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Trouvons M.

De méme que précédemment, trouver les points fixes de h revient a trouver les racines de d avec
a = 0,8, donc ici nous avons pour solutions

-5 —+/105 5—-+5 -5 ++/105 5+4++/5
S = x0=—8 ;X3 = 3 ;x1:—8 ;X = 3
Or vy = 0,712 et la suite est croissante. Donc M = x,, d'ou liI_P Uy =Xy = 52@-
n—->+oo

Conclusion
Les deux sous suites de la suite principale (x,) convergent toutes deux. Or elles n’admettent pas la
méme limite : L # M. Il n’y a donc pas convergence de la suite (x,)

» Dans le cas général

Jusqu’ici nous avions fixé le a et le premier terme x,. Maintenant, nous cherchons a démontrer que
le suite (x;,) ne converge plus pour tout a > 0,75 et pour tout x, de I'intervalle [0; 1] (5).

Nous voulons ainsi déterminer le sens de variations et la convergence des sous-suites (u,) et (v,)
selon le premier terme x, de la suite principale.

Pour cela nous allons utiliser le théoréme du point fixe et la fonction d définie par d(x) = h(x) — x.

Le tableau de signe de la fonction d

Pour cela cherchons les racines de ce polynéme, nous savons déja qu’il en admet 2 :

—p-VA_ 1-Vi¥4a

$o = 2a 2a
, _ —B+VA 1+\/1+4a<0
Po="0s T 2a

Et nous savons également que d s’écrit de la forme

1 1-
A0 = —a*(x = 95)(x = 90) (%2 = =x + =),

L N . N . 1 1-a
Ainsi, pour trouver les derniéres racines du polynéme on doit trouver celles de x? — =x + —
a a

1-a

Celui-ci est un polyndme du second degré aveca =1, § = _71 ety = e

A= g4 A (—1)2 1—a A —3+4a
= — 4y © A= |— —_ X =

v a a? a?
Ici, nous étudions le cas ou a est supérieur a % donc notre déterminant A est positif et le polynédme
admet 2 racines réelles :

_1—-+v—-3+4a
P = 2

1++vV—-3+4a
b=

Pour construire le tableau de signe de d, nous avons besoin maintenant de connaitre I'ordre de ses
racines.

Ona%SaSl,doncZ <Vi+4a<+V5et 0<+V4a-3<1.
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Dol 2<V1+4+4a++V4a—3,doncl —+vV4a—3<-1++V4a+1 et

1—\/4a—3<—1+\/4a+1
2a - 2a

Alors @1 < @g.

On sait que 4+/4a — 3 > 0 car une racine est toujours positive.

Soit 4V4a —3 + 1+ 4a =1+ 4a donc 4+ 4V/da—3 -3 +4a > 1+4aq,

et ainsi (2 + V4a — 3)? > 1 + 4a.

On obtient donc 2 ++4a — 3 > /1 + 4a, puis 1+ +4a —3 > —1 ++/1 + 4a et finalement

1+\/4a—3>—1+\/1+4a
2a - 2a

et donc @, = @g.

Tableau de variations de f

f est une fonction décroissante. On a alors le tableau :

X 0 @1 Po ®2 1

Signe de d(x) + 0 - 0 + 0 -

Variations de f(x) 2 \

?1
\1—a

Etude des sous-suites

Nous allons maintenant étudier les sous-suites (u,) et (vy,).

Rappelons que (uy,) est la suite des termes pairs de la suite (x,,), définie par récurrence par u,,; =
h(uy), et (v,) est la suite des termes impairs de la suite (x,), définie par récurrence par v, =

h(vy).
- Pour x4€ [0, 4] ;

On observe que sixy, = u, € [0, 4| alors, d(ugy) = h(ug) —uy > 0 © uy = h(uy) > u,.

Dés lors, la suite (u,) apparait comme croissante. Or on a démontré que la suite reste dans
I'intervalle [0; 1] quelque soit la valeur de x et de a. Alors, la suite (u,) semble également majorée
par 1.

Prouvons le par récurrence.
Pour tout n € N, notons P(n), la propriété : "1 > u, 41 = u, = 0"

Initialisation
1>u; =ug=0.
La propriété est donc vraie au rang 0.
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Hérédité
Supposons que la propriété P(n) soit vraie pour un certain entier n.

Ona: 1>upp12u, =0 d’aprés I’hypothése de récurrence,
h(1) = h(upy1) = h(uy) = h(0) car la fonction h est croissante sur [0; 1].
Donc 121-a(l—-a)’Zupy = Uy =1—a=0

caraz0sa(l-a)?=0e1-a(l-a)? <1
La propriété est donc vraie pourn + 1.

Conclusion
La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire. D’aprés le principe de récurrence, la propriété est
donc vraie pour toutn € N.

On vient alors de démontrer que la suite (u,) est croissante et majorée par 1. D’apres le théoreme
de convergence monotone, la sous suite (u,,) converge vers une limite L < 1.
Ainsi,

e Lasuite (u,) converge vers une limite 0 < L < 1.

e Elle est définie par récurrence tel que u,,; = h(u,).

e La fonction h est une fonction polyndme de degré 4, c’est donc une fonction continue.
Donc, d’apres le théoréme du point fixe, la limite L est un point fixe de la fonction h, L vérifie h(L) =
L.

Par analyse, on sait que (u,,) est croissante et converge vers un point fixe de h. Donc on peut en
conclure gu’elle va converger vers le premier point fixe, ici o1 : lim u,, = ¢,
n—+oo

Pour la suite (vy,), si xo€ [0, @1 [ alors vy = f(xo) € [¢2; 1].

Or d’apres le tableau de d, dans cette intervalle, d(vy) < 0 soit h(vg) — vy <0, h(vy) < vy et

vy < V.

Des lors, la suite (v,,), apparait comme décroissante. Or on a démontré que la suite reste dans
I'intervalle [0; 1] quelque soit la valeur de x, et de a. Alors, la suite (v,,) semble également minorée

par 0.
Nous pouvons prouver tout cela par récurrence comme précédemment et on en arrive a la

conclusion que (v,,) est convergente et que lim v, = @,.
n—-+oo
Ainsi, les deux sous-suites n’admettent pas la méme limite donc la suite (x,,) n’est plus convergente :
1—/—3+4a . 1+/=3+4a
—.  * lim v, =¢p, =———.
a

lim u, = =
n P1 n—+oo 2a

n—-+o
En procédant de méme, on en déduit que

® Pourxo€ @1, @of
o La sous-suite (u,) est décroissante et converge vers ¢, et la sous-suite (v,,) est

croissante et converge vers Qy.

® Pour x¢€ [@o, @2 [
o La sous-suite (u,) est croissante et converge vers @, et la sous-suite (v,,) est

décroissante et converge vers ¢;.

®  Pour xg€ |y, 1]
o Lasous-suite (u,) est décroissante et converge vers ¢, et la sous-suite (13,) est
croissante et converge vers ¢;.

> Conclusion

o . . 3 .
Ainsi, qu’importe le premier terme, pour un a = -, les deux sous-suites sont convergentes chacune
4

vers un point fixe différent : lim u, # lim v, alors la suite globale (x,) n’est pas convergente.
n—+oo n-+oo
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4. Conclusion

Le sujet de MATh.en.JEANS “en route vers le chaos” modélise une suite chaotique. La suite chaotique
appartient au groupe des suites logistiques, type de suites popularisées par le biologiste Robert May
et créé par le mathématicien Pierre Francois Verhulst. Une application de la suite logistique peut
résider dans la modélisation de la taille d'une population biologique au fil des générations.

Nous avons dans un premier temps modélisé notre suite sur Geogebra et nous avons remarqué que
son comportement était chaotique (6). En effet, avec des calculs, nous avons observé que la suite
converge vers un unigque réel pour une valeur de a entre 0 et 0,75. Au-dessus de 0,75, la suite n’est
plus convergente, les deux sous-suites convergent vers des valeurs différentes. L'ensemble des
termes d’indices pairs converge vers un nombre réel et I'ensemble des termes d’indices impairs vers
un autre nombre réel. Les deux sous-suites convergent vers deux points distincts, donc la suite
(x5,) ne converge plus.

Notre suite peut, en apparence, sembler simple a étudier au vu de sa relation de récurrence basée
sur une fonction polynéme du second degré. Mais deés lors que I'on change un simple parameétre, son
comportement peut devenir complexe, voire chaotique. En effet, cette suite est une ouverture vers
la théorie du chaos dans le sens ou elle est trés sensible au parameétre a.

Notes d’édition

(1) Ceci suppose a < 1, de fagon que f(1) =1 —a = 0, et on fait cette hypothése dans tout l'article.
Mais en fait cette restriction empéche d’obtenir un comportement chaotique, alors qu’elle n‘est pas
nécessaire : pour a < 2, on peut trouver un autre intervalle laissé stable par f. Par exemple pour a =
2, f(x) =1—-2x%etona f([-1;1]) = [-1;1].

(2) Dans les graphiques, le graphe de f est tracé en vert, celui de h = f o f en rouge, et la courbe
bleue représente d(x) = h(x) — x (h et d sont introduits plus loin).

Il est aussi présenté la construction graphique de la suite (x;,) : partant de (x,,0) on trace le segment
vertical jusqu’au point (xo,f(xo)) = (xg,x1) du graphe de f, puis un segment horizontal de ce point
jusqu’au point (x;,x;) de la diagonale, permettant de retrouver x; en abscisse, puis le segment
vertical jusqu’a (xl,f(xl)) = (x4, x,), et ainsi de suite.

(3) Cette démonstration va étre répétée plusieurs fois, pour les deux suites (u,,) et (1,,) dans tous les
cas étudiés dans l'article, alors qu’on peut énoncer le résultat une fois pour toutes : du fait que la
fonction h laisse stable I'intervalle [0; 1] et y est croissante, elle montre que la suite (u,,) est toujours
monotone, croissante si u; = u, et décroissante siu; < u,.

(4) En effet, x3 =~ 0,35 est le seul point fixe de h dans I'intervalle [0 ; 1] qui est inférieur a uy = 0,6.
(5) Sauf pour le point fixe de f :si xy = @, |a suite est constante.

(6) Il n'y a pas de comportement chaotique dans les cas étudiés ici. Pour a > 0,75, la suite (x,)
s’approche indéfiniment d’une oscillation de période 2 entre ¢, et ¢,, ce qui est tres régulier ! Aussi,
une caractéristique du chaos est la sensibilité aux conditions initiales, alors qu’ici le comportement de
la suite est toujours le méme, a quelques détails prés dépendant seulement de la position de x, par
rapport points fixes de h.

La suite logistique classique définie par x, € [0;1] et x,,41 = ux,(1 —x,,), avec 0 < u <4, a un
comportement chaotique pour des valeurs du paramétre u assez grandes (voir par exemple I'article
de Wikipedia). On peut montrer que la suite étudiée ici s’y raméne au moyen d’un changement de la
forme x;, = ax, + B. Ainsi, le chaos apparait bien, mais pour des valeurs de a supérieures a 1,
exclues dans cet article (voir note 1).

On suggeére au lecteur de tester la suite pour a = 2 avec différentes valeurs initiales dans [—1; 1].
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Suite_logistique
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