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1. IntroducƟon

1.1. PrésentaƟon du sujet

Pour chacun des trois ”empilements infinis” ci-dessous, le problème consiste à trouver pour quelles
valeurs de a ils possèdent un sens mathémaƟque. La quesƟon peut se résumer à donner du sens à ces
empilements infinis, à connaitre, s’il existe, le nombre qui se cache ”dessous”, avec a > 0 :√

a +
√

a +
√

a +p
a + . . . ; a + 1

a + 1

a + 1

a + 1

a + . . .

; aaaa···
.

1.2. Résultats

Voici les résultats obtenus au terme de la recherche :

— Pour le premier empilement √
a +

√
a +

√
a +p

a + . . . ,

il existe une formule générale qui permet de définir sa valeur en foncƟon de a :√
a +

√
a +

√
a +p

a + . . . = 1+p
1+4a

2
·

— Pour le second empilement
a + 1

a + 1

a + 1

a + 1

a + . . .

il existe aussi une formule générale bien définie pour tout a :
a +

p
a2 +4

2
·



— Enfin pour le dernier empilement aaaa···
, on a obtenu les résultats suivants :

∗ Pour a ∈ ]1 ; ee−1
]et a ∈ ]e−e ; 1[ l’empilement a une valeur réelle finie, donc il a un sens mathé-

maƟque, mais il n’existe pas de formule générale pour obtenir sa sa valeur, on peut simplement
l’approcher à l’aide d’un programme informaƟque.

∗ Pour a ∈ ]ee−1
;+∞[ et pour a ∈]0;e−e [ il n’y a pas de sens mathémaƟque pour l’empilement (il

n’a pas de valeur finie).

∗ Pour a = 1 l’empilement possède un sens mathémaƟque, il vaut 1.

∗ Pour a = e−e l’existence de l’empilement n’a pas été déterminée.

2. RésoluƟon des trois problèmes

2.1. Problème 1 :

√
a +

√
a +

√
a +p

a + . . .

Soit a un nombre réel strictement posiƟf : a > 0. On s’intéresse à l’existence du nombre suivant :√
a +

√
a +

√
a +p

a + . . ..

On va construire ce nombre, s’il existe, par itéraƟons successives à l’aide d’une suite numérique (un)n≥0

en posant : {
un+1 = p

a +un

u0 = p
a

Par ceƩe modélisaƟon, on constate que le nombre qui nous intéresse, s’il existe, est la limite de la
suite numérique (un). Ainsi, on pourra lui donner un sens mathémaƟque si et seulement si ceƩe suite
converge.

On a, pour tout n ∈N, un+1 = f (un) avec

f (x) =p
a +x.

La foncƟon f ci-dessus est conƟnue et dérivable pour tout x ∈ [0 ; +∞ [.

La suite (un) ainsi construite, fait parƟe de la classe des suites récurrentes d’ordre 1. Il existe dans la
liƩérature une méthode permeƩant d’étudier la convergence d’une telle suite. On va donc suivre ceƩe
méthode générale rappelée ci-dessous :

— Étape 1 : Etudier la foncƟon f sur son ensemble de définiƟon (variaƟon, signe etc.).
— Étape 2 : Recherche les éventuels points fixes, soluƟons de l’équaƟon f (l ) = l .

(En effet, si la suite (un) converge, sa limite est soluƟon de ceƩe équaƟon)
— Étape 3 : Déterminer un intervalle I stable par f sur lequel f estmonotone, et tel que u0 ∈ I

(où un terme suivant : u1 ou u2, etc.).
— Étape 4 : Etude de la monotonie de f sur l’intervalle I qui dirige la variaƟon de la suite (un)

dans I , ce qui permeƩra de conclure sur la possible convergence de la suite (un) et donc de
l’existence du nombre qui nous intéresse.

Étape 1

Tout d’abord, pour ce qui est du signe de f , il est strictement posiƟf car x ne peut prendre que des
valeurs posiƟves tout comme a.

Maintenant étudions la foncƟon dérivée de f pour connaître les variaƟons de f .
Pour tout x ∈R, on a :

f ′(x) = 1

2
p

a +x
·
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On a 1 > 0 et
p

a +x > 0 donc, par quoƟent f ′ > 0. On en déduit donc que f est croissante sur tout son
intervalle de définiƟon.

Étape 2

Soit f une foncƟon conƟnue sur I . L’étude générale des suites récurrentes d’ordre 1 montre que

Si la suite (un) converge vers un nombre réel L appartenant à I ,
alors L (sa limite) vérifie f (L) = L (c’est un point fixe de f ).

En voici la preuve : on sait que

lim
n→+∞un+1 = lim

n→+∞un = L et un+1 = f (un).

De ce fait L = f (L) par conƟnuité de f en L.
il faut noter que f doit être conƟnue sur l’intervalle en quesƟon.

Autrement dit, il est nécessaire que la foncƟon f possède au moins un point fixe pour espérer la
convergence de la suite (un).

Cherchons donc les éventuels points fixes de f :

L ∈R est un point fixe de f ⇐⇒ f (L) = L.ResoluƟon de L = f (L) :

L = f (L) ⇐⇒ L =
p

a +L =⇒ L2 = a +L ⇐⇒ L2 −L−a = 0

En résolvant ceƩe équaƟon, on obƟent les deux soluƟons suivantes :

x1 = 1+p
1+4a

2
> 0 ; x2 = 1−p

1+4a

2
< 0.

Ici, seul x1 convient car x2 est strictement négaƟf, du fait de la croissance de la foncƟon racine carrée
sur R+ :

1 < 1+4a donc
p

1−p
1+4a < 0.

Or la suite (un) ne prend que des valeurs posiƟves puisque une racine carrée est par définiƟon posiƟve
ou nulle.

Finalement, si la suite (un) converge, alors sa limite sera forcément x1, l’unique point fixe possible :
L = x1.

Étape 3

Maintenant nous allons déterminer un intervalle stable par f contenant toutes les valeurs (un) : On
va définir u0 comme la borne inférieure de l’intervalle stable, et nous allons montrer que notre valeur
x1 majore la suite (un) (1). Posons donc I = [u0; x1].

Montrons par récurrence que (un) est majorée par x1. Posons

(Pn) : un ≤ 1+p
1+4a

2
·

IniƟalisaƟon Pour n = 0, on a u0 =
p

a. Raisonnons par équivalence :

u0 ≤ 1+p
1+4a

2
⇐⇒ p

a ≤ 1+p
1+4a

2
⇐⇒ 2

p
a ≤ 1+p

1+4a

⇐⇒ p
4×p

a ≤ 1+p
1+4a

⇐⇒ p
4a ≤ 1+p

1+4a .

On voit que pour tout a > 0, la propriété est vraie au rang 0.

u0 ≤ 1+p
1+4a

2
, (P0) est vraie.
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. Hérédité : Soit n ∈ N∗, prouvons que si la propriété est vraie au rang n, alors elle est aussi vraie au
rang n +1 :

un ≤ 1+p
1+4a

2
=⇒ f (un) ≤ f

(1+p
1+4a

2

)
: f est croissante sur R+

Or f (un) = un+1 et d’après l’étape 2, f (x1)=x1 avec x1= 1+p1+4a
2 . Ainsi on a :

un+1 ≤ 1+p
1+4a

2
et (Pn+1) est vraie.

Conclusion : La propriété étant vraie au rang 0 et héréditaire, alors elle est vraie pour tout n ∈N.

Étape 4

On a vu que la foncƟon f associée à la suite (un) est croissante sur R+, en parƟculier sur son intervalle
stable. La théorie générale nous dit que (un) est monotone sur I = [u0 ; x1 ] (2).

La variaƟon de (un) est donc donnée par la différence u1 −u0 :

u1 −u0 =
√

a +p
a −p

a > 0, car a > 0 =⇒ a +p
a >p

a.

De ce fait, pour tout a > 0, la suite (un) est strictement croissante.

On vient de montrer que la suite (un) est croissante et majorée sur I = [u0 ; x1 ]. Finalement, on peut
affirmer que (un) converge vers l’unique point fixe de la foncƟon f possible, x1. D’où

lim
n→+∞un = 1+p

1+4a

2
·

Nous avons maintenant une expression générale x1 pour exprimer la valeur du nombre représenté
par ceƩe empilement infini de racines, et ceci quelque soit la valeur de a strictement posiƟf. Ce nombre
existe bel et bien et on a

pour tout a > 0 ,

√
a +

√
a +

√
a +p

a + . . . = 1+p
1+4a

2
·

On remarque que pout tout nombre b ∈ [1;+∞[, il existe une unique valeur de a strictement posiƟve
telle que

b =

√
a +

√
a +

√
a +p

a + . . . = 1+p
1+4a

2
·

2.2. Problème 2 : a + 1

a + 1

a + 1

a + 1

a + . . .
Soit a un nombre réel strictement posiƟf : a > 0. On s’intéresse à l’existence du nombre suivant :

a + 1

a + 1

a + 1

a + 1

a + . . .

·

On va construire ce nombre, s’il existe, par itéraƟons successives à l’aide d’une suite numérique (un)n≥0

en posant  un+1 = a + 1

un
u0 = a +1.
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Par ceƩe modélisaƟon, on constate que le nombre qui nous intéresse, s’il existe, est la limite de la
suite numérique (un). Ainsi, on pourra lui donner un sens mathémaƟque si et seulement si ceƩe suite
converge.

On a, pour tout n ∈N, un+1 = f (un) avec

f (x) = a + 1

x
·

La foncƟon f ci-dessus est conƟnue et dérivable pour tout x ∈]0 ; +∞ [.
On va suivre la méthode générale d’étude d’une suite récurrente d’ordre 1 uƟlisée dans la résoluƟon

du premier problème, cependant ici on va confondre en quelque sorte les étapes 3 et 4.

Étape 1

Tout d’abord pour ce qui est du signe de f (x), la foncƟon f est strictement posiƟve car a et x sont
tous deux strictement supérieur à 0.

Maintenant étudions la foncƟon dérivée de f pour connaitre ses variaƟons.

f ′(x) =− 1

x2 ·
Ona−1 < 0 et x2 > 0donc par quoƟent f ′ < 0. On endéduit que f est décroissante sur tout son intervalle
de définiƟon.

Étape 2

RésoluƟon de L = f (L)

L = f (L) ⇐⇒ L = a + 1

L
⇐⇒ L = aL+1

L
⇐⇒ L2 = aL+1 ⇐⇒ L2 −aL−1 = 0.

L’equaƟon admet 2 soluƟons. Ces deux soluƟons sont

x1 = a +
p

a2 +4

2
> 0 et x2 = a −

p
a2 +4

2
< 0.

Ici, seul x1 convient car x2 est négaƟf,du fait de la croissance de la foncƟon racine carrée sur R+ :

a2 < a2 +4 donc
√

a2 −
√

a2 +4 = a −
√

a2 +4 < 0.

Or la suite (un) ne prend que des valeurs posiƟves puisque la foncƟon inverse est à valeurs dans R∗+.

Finalement, si la suite (un) converge, alors sa limite ℓ sera forcément x1, l’unique point fixe possible :
ℓ= x1.

Étape 3

f est décroissante sur ]0 ; +∞ [. La théorie générale montre que la suite (un) n’est pas monotone.
Cependant, elle affirme que les sous-suite paires (u2n) et impaires (u2n+1) de (un) sont monotones et
de monotonies contraires (3).

On pourra doncmontrer que la suite (un) converge vers un nombre réel ℓ si et seulement si onmontre
que les sous-suites (u2n) et (u2n+1) convergent vers ceƩe même limite ℓ. C’est un résultat général sur
la convergence des suites.

Remarquons que

(u2n) peut être définie par

{
u0 = a +1

u2(n+1) = f ◦ f (u2n)

(u2n+1) peut être définie par

 u1 = a + 1

a +1
u2(n+1)+1 = f ◦ f (u2n+1)

On va tout d’abord déterminer et étudier la foncƟon f ◦ f : x → f ( f (x)), que l’on va nommer g .
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g (x) = f ◦ f (x) = a + 1

a + 1

x

·

Le signe de g est strictement posiƟf comme celui de f tant que a > 0. Nous n’avons pas besoin de calculer
la dérivée de g pour obtenir ses variaƟons car la composée de deux foncƟons décroissantes donne une
foncƟon croissante. Donc g est croissante sur ]0 ; +∞ [.

x

g ′(x)

g (x)

0 +∞

+

aa

a + 1

a
a + 1

a

On définit les suites (vn) et (wn) comme suit :

(vn) est définie par

{
v0 = u0 = a +1

vn+1 = u2(n+1) = f ◦ f (u2n) = g (vn),

(wn) est définie par

 w0 = u1 = a + 1

a +1
wn+1 = u2(n+1)+1 = f ◦ f (u2n+1) = g (wn).

On pose l’intervalle I =
[

a ; a + 1

a

]
. Prouvons que I est stable pour la foncƟon g :

Pour a > 0, g (a) = a + 1

a + 1

a

> a et g
(
a + 1

a

)
< a + 1

a
car g est croissante et lim

x→+∞g (x) = a + 1

a
·

Ainsi, I =
[

a ; a + 1

a

]
est bien un intervalle stable pour la foncƟon g .

De plus on a
a < a + 1

a +1
⇐⇒ 0 < 1

a + 1

a +1

< 1

a

⇐⇒ a < a + 1

a + 1

a +1

< a + 1

a

⇐⇒ a < v1 < a + 1

a

⇐⇒ v1 ∈
[

a ; a + 1

a

]
a < a + 1

a +1
< a + 1

a
⇐⇒ a < w0 < a + 1

a

⇐⇒ w0 ∈
[

a ; a + 1

a

]
Ainsi, tous les termes de la suite (vn) et (wn) sont dans I (excepté v0 pour (vn)).

Pour la suite, nous considèrerons (vn) comme la suite (vn) de premier terme v1 ∈ I .
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Comme g est croissante sur I , nos deux sous-suites (vn) et (wn) sont deux suites monotones (théorie
générale). Il ne reste plus qu’à évaluer v2−v1 et w1−w0 pour obtenir le sens de variaƟon de (vn) et de
(wn). On a

w1 −w0 = a + 1

a + 1

a + 1

a +1

−
(
a + 1

a +1

)
= a + 1

a + 1

a + 1

a +1

−
(

a + 1

a + 1

1

)
.

Le signe de w1 −w0 dépend du signe de
1

a + 1

a +1

−1 :

1

a + 1

a +1

−1 = a +1

a(a +1)+1
− a(a +1)+1

a(a +1)+1
avec a(a +1)+1 > 0

= −(a +1)(a −1)−1

a(a +1)+1
·

Or l’expression−(a+1)(a−1) est un trinôme du second degré pour la variable a dont la représentaƟon
graphique est une parabole dont les branches sont orientées vers le bas et de sommet S(0 , +1). Donc,
pour tout a > 0,

−(a +1)(a −1) < 1 ⇐⇒ −(a +1)(a −1)−1 < 0

⇐⇒ 1

a + 1

a +1

−1 < 0

⇐⇒ a + 1

a + 1

a +1

< a +1

⇐⇒ a + 1

a +1
< 1

a + 1

a + 1

a +1
⇐⇒ w1 −w0 < 0.

(wn) est une suite décroissante.

De même, pour le signe de v2 − v1, on a

v2 − v1 = a + 1

a + 1

a + 1

a + 1

a +1

−
(

a + 1

a + 1

a +1

)
=

((
a + 1

w1

)
−

(
a + 1

w0

))
.

Or w1 < w0 =⇒ 1

w1
> 1

w0
=⇒ v2 − v1 > 0 : (vn) est donc une suite croissante.

De plus tous les termes respecƟfs de (vn) et (wn) prennent leurs valeurs dans l’intervalle stable I =[
a ; a + 1

a

]
. Donc (vn) est croissante et majorée par a + 1

a
et (wn) est décroissante et minorée par a.

D’après le théorème de convergence monotone, les deux suites convergent.

En parƟculier, comme nous l’avons fait dans le premier problème, ces deux suites convergent forcément
vers un des points fixes de la foncƟon g . Remarquons que x1, point fixe de f est également un point fixe
de g :

f (x1) = x1 =⇒ g (x1) = f ( f (x1)) = f (x1) = x1.

Maintenant l’équaƟon g (L) = L est équivalente à l’équaƟon L2 −aL−1 = 0 (4) qui est exactement celle
résolue pour trouver les points fixes de f .
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Conclusion : x1 est l’unique point fixe de g donc

lim
n→+∞vn = x1 = lim

n→+∞wn .

Les deux sous-suites paires (vn) et impaires (wn) de (un) convergent vers la même limite x1, donc on
peut conclure que (un) converge vers ceƩe limite et

lim
n→+∞un = a +

p
a2 +4

2
·

Nous avons maintenant une expression générale x1 pour exprimer la valeur du nombre représenté
par cet embriquement infini d’inverses, et ceci quelque soit la valeur de a strictement posiƟf.

Ce nombre existe bel et bien et on a, pour tout a > 0,

a + 1

a + 1

a + 1

a + 1

a + . . .

= a +
p

a2 +4

2
·

On remarque que pout tout nombre b ∈]1;+∞[, il existe une unique valeur de a strictement posiƟve
telle que

b = a + 1

a + 1

a + 1

a + 1

a + . . .

= a +
p

a2 +4

2
·

2.3. Problème 3 : aaaa···

Soit a un nombre réel strictement posiƟf : a > 0. On s’intéresse à l’existence du nombre suivant :

aaaa...

.

Comme pour les problèmes précédents, on va définir ce nombre par itéraƟon à l’aide d’une suite numé-
rique (un)n≥0 en posant {

u0 = a
un+1 = aun

Par ceƩe modélisaƟon, on constate que le nombre qui nous intéresse est défini comme limite de la
suite numérique (un) et ainsi, on pourra lui donner un sens mathémaƟque si et seulement si ceƩe suite
converge.

(un) est une suite récurrente d’ordre 1 et on pose

un+1 = aun = f (un)
avec

f : x ∈ [0 ; +∞ [−→ f (x) = ax = ex ln(a).

La foncƟon f ci-dessus est bien conƟnue et dérivable pour tout x ∈ [0 ; +∞ [.

Étape 1

Tout d’abord pour ce qui est du signe de f , on sait que ex ln(a) est toujours strictement posiƟf car la
foncƟon exponenƟelle est toujours strictement posiƟve.

Maintenant étudions la dérivée de f pour connaître ses variaƟons.

f ′(x) = ln(a)ex ln(a).

On sait que le signe de la dérivée nous donne les variaƟons de f , cependant ici, on voit que selon la valeur
de a, le signe de la dérivée change, car c’est le nombre ln(a) qui contrôle le signe de notre foncƟon. Ainsi
on a :
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1. Pour 0 < a < 1, f ′(x) < 0, car ln(a) < 0.

2. Pour 1 < a <+∞, f ′(x) > 0, car ln(a) > 0.

3. Pour a = 1, f ′(x) = 1, la valeur de la foncƟon est constante égale à 1.
L’empilement pour a = 1 converge vers 1 ; ce n’est pas très intéressant comme résultat mais tout
de même important à noter.

Nous allons étudier durant la suite de notre recherche, les deux cas possibles :

0 < a < 1 et 1 < a <+∞.

Étape 2

Maintenant, nous allons chercher les potenƟels points fixes de f en résolvant l’équaƟon L = f (L).

RésoluƟon de L = f (L)

L = aL ⇐⇒ e ln(L) = e ln(aL ) ⇐⇒ e ln(L) = eL ln(a) ⇐⇒ ln(L) = L× ln(a) ⇐⇒ ln(L)

L
= ln(a).

On voit ici que l’équaƟon
ln(L)

L
= ln(a) n’est résoluble que numériquement, c’est-à-dire qu’il n’existe pas

d’écriture plus simple (uƟlisant les foncƟons de référence à notre niveau et des relaƟonsmathémaƟques
de base) pour exprimer ce nombre.

Cependant, la dernière égalité et l’équivalence entre les proposiƟons, montre que L est un point fixe

pour f si et seulement si L est un antécédent de ln(a) pour la foncƟon x −→ ln(x)

x
:

L = f (L), L > 0 ⇐⇒ ln(L)

L
= ln(a)

⇐⇒ L est un antécédent de ln(a) pour la foncƟon x ∈R∗
+ −→ ln(x)

x
·

Il suffit donc, pour montrer l’existence de points fixes pour f , de montrer qu’il existe des antécédents

de ln(a) pour la foncƟon h : x ∈R∗+ −→ ln(x)

x
·

Étude de la foncƟon h : x ∈R∗+ −→ ln(x)

x
·

Tout d’abord, calculons sa foncƟon dérivée pour pouvoir ensuite obtenir ses variaƟons et donc voir
les valeurs possibles que peut prendre ln(a).

h′(x) = 1− ln(x)

x2 ·
Cherchons maintenant son signe selon x. : d’une part x2 > 0 pour tout x ; d’autre part

1− ln(x) > 0 ⇐⇒ ln(x) < 1 ⇐⇒ 0 < x < e1.

On voit donc que f ′ prend des valeurs posiƟves pour 0 < x ≤ e1.
Nous pouvons maintenant dresser son tableau de variaƟon complet :

x

h′(x)

h(x)

0 1 e1 +∞

+ 0 −

−∞−∞

1

e

1

e
00

0
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La lecture du tableau de variaƟon montre alors que l’équaƟon
ln(x)

x
= ln(a) admet une (des) soluƟon(s)

si et seulement si
ln(a) ≤ 1

e
⇐⇒ 0 ≤ a ≤ ee−1

.

(Remarque : 1
e = e−1)

Finalement,

1. Pour a ∈ ]0 ; 1[ , on a l’existence d’un unique point fixe L avec 0 < L < 1.

2. Pour a ∈ ]
1; ee−1[

, on a l’existence de deux points fixes L1 et L2 avec 1 < L1 < e1 < L2.

3. Pour a > ee−1 , il n’y a pas de point fixe pour la foncƟon f , donc la suite est divergente.

Onva appuyer notre preuve à l’aide d’un graphique sur lequel on voit à parƟr de quelmoment f (L) = L
n’admet plus de soluƟons.

Remarque : Pour a = ee−1
, on a : f (x) = ex ln(e1/e ) = ex/e . On pose L = e, d’où f (L) = ee/e = e1 = L.

Pour a = ee−1
le point fixe est L = e1.

Cela nous montre que le seul point fixe possible pour a ∈
]

1; ee−1
]
est L1 car L2 est supérieur à la limite

de l’empilement pour a = ee−1
(5).
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Graphiquement, on trouve, arrondi à 10−2, la même limite.

Étape 3

Etablissons maintenant un intervalle stable pour nos deux cas 0 < a < 1 et 1 < a ≤ ee−1
. (Car on a vu

que pour tout a au dessus de ee−1
, la suite ne converge pas).

Pour 0 < a < 1 :
Par l’étude des variaƟons de f , on voit que la foncƟon prend ses images dans l’intervalle [0 ; 1], ce qui
fait qu’on peut dès à présent dresser l’intervalle stable dans lequel sont compris toutes les valeurs de
(un). Pour 0 < a < 1, I = [0 ; 1] est stable pour f .

Pour 1 < a ≤ ee−1

Montrons que I = [1 ; e1 ] est un intervalle stable pour f . On a

1 <≤ x ≤ e1 et 1 < a ≤ ee−1 ⇐⇒ 1 ≤ x ≤ e1 et 0 < ln(a) ≤ 1

e
=⇒ 0 < x ln(a) ≤ 1 par mulƟplicaƟon terme à terme

=⇒ 1 < ex ln(a) ≤ e1 par composiƟon avec la foncƟon exponenƟelle

=⇒ 1 < f (x) ≤ e1.

Pour 1 < a ≤ ee−1
, I = [1 ; e1 ] est stable pour f .

Étape 4

Après avoir caractérisé l’existence de points fixes pour f et défini un intervalle stable dans nos deux
cas, nous pouvonsmaintenant étudier le comportement de (un) sur ces intervalles. Pour cela nous allons
nous appuyer sur le critère de convergence suivant dans le cas des suites récurrentes d’ordre 1.

Soient I un intervalle réel et f : I −→ une foncƟon dérivable sur I .
On suppose que L est un point fixe de f sur I . Le comportement des suites récurrentes définies par
u0 ∈ I (et même u0 ”proche” de L) et un+1 = f (un), dépend de f ′(L).

DéfiniƟon

On dit que L est aƩracƟf si | f ′(L)| < 1. On dit qu’il est répulsif si | f ′(L)| > 1 (6).

MATh.en.JEANS 2023-2024 Lycée François Arago, Perpignan Page 11



Critère de convergence

Soient I un intervalle réel et f : I −→ I une foncƟon dérivable sur I avec f ′ conƟnue en L. On
considère VL ⊂ I un voisinage de L.

1. Si L est un point fixe aƩracƟf de f , et u0 ∈VL , alors la suite (un) converge vers L.

2. Si L est un point fixe répulsif de f , alors la suite (un) ne peut converger vers L que si elle staƟonne
en L.

3. Le cas | f ′(L)| = 1 peut donner lieu à l’un ou l’autre des comportements précédents.

La suite de l’étude consiste donc établir, pour chaque cas a ∈ ]0 ; 1[ ou a ∈ ]1 ; e1 [, s’il existe un point
fixe pour f aƩracƟf.

2.3.1 Pour 1 < a ≤ ee−1 , I = [1 ; e1 ] est stable par f

On a
| f ′(x)| = ln(a)×ex ln(a),

avec pour tout a ∈ ]
1; ee−1[

,

{
0 < ln(a) < e−1

L1 point fixe pour f , 1 < L1 < e et ln(L1) = L1 × ln(a)

(1)
(2)

Ainsi, si L1 est le point fixe de f pour
a ∈ ]

1; ee−1[
,

| f ′(L1)| = ln(a)×eL1 ln(a)

= ln(a)×e ln(L1) avec (2)
= ln(a)×L1

= ln(L1) avec (2)

d’où 0 < | f ′(L1)| < 1 car 1 < L1 < e.

On peut donc conclure que pour tout a ∈ ]
1; ee−1[

, l’unique point fixe de f est toujours aƩracƟf.

De plus f étant croissante sur l’intervalle I = [1 ; e1 ] stable pour f , on sait que la suite (un) estmonotone
sur cet intervalle borné, donc convergente vers son seul point fixe possible L1 (7).

2.3.2 Pour 0 < a < 1, I = [0 ; 1] est stable par f

On sait que f est décroissante sur notre intervalle stable I donc (un) n’est pas monotone, ce qui
signifie que l’on va devoir étudier la convergence des deux sous-suites paires et impaires associées à
(un) pour conclure sur la convergence de la suite (un).

Cependant, en premier lieu, étudions le caractère ”aƩracƟf” ou ”répulsif” de l’unique point fixe
L ∈ [0 ; 1] associée à une valeur de a ∈ ]0 ; 1[. On a

| f ′(x)| = − ln(a)×ex ln(a)

avec pour tout a ∈ ]0 ; 1[ {
0 <− ln(a) <+∞
L point fixe pour f , 0 < L < 1 et ln(L) = L× ln(a).

(3)
(4)
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Ainsi, si L est le point fixe de f pour a ∈ ]0 ; 1[,

| f ′(L)| = − ln(a)×eL ln(a)

=− ln(a)×e ln(L) avec (4)
=− ln(a)×L

=− ln(L) avec (4)

d’où | f ′(L)| < 1 ⇐⇒− ln(L) < 1 ⇐⇒ L > e−1 ≈ 0.368.

Donc L est un point fixe aƩracƟf pour f si et seulement si L > e−1.

De plus {
L > e−1

| f ′(L)| = − ln(a)×L < 1
⇐⇒

{
L > e−1

− ln(a)×e−1 < 1
⇐⇒

{
L > e−1

a > e−e

Finalement L est un point fixe aƩracƟf pour f si et seulement si a > e−e ≈ 0.066.

Autrement dit, pour a < e−e , f n’admet pas de point fixe aƩracƟf et la suite (un) est divergente !
Nous pouvons donc nous intéresser uniquement au cas e−e < a < 1 pour étudier l’éventuelle conver-
gence de la suite (un).

2.3.3 Etude de la convergence de (un) – Pour e−e < a < 1, I = [0 ; 1] est stable par f

On va définir la fonƟon g , comme dans l’étude du problème 2, en posant pour tout x ∈ [0 ; 1]

g (x) = f ◦ f (x) = aax
.

Le signe de g est posiƟf comme celui de f tant que a > 0.
Nous n’avons pas besoin de calculer la dérivée de g pour obtenir ses variaƟons car la composée de

deux foncƟons décroissante donne une foncƟon croissante. Donc g est croissante sur I .
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x

g ′(x)

g (x)

0 1

+

aa

f (a)f (a)

Remarque : On a g (0) = a = f (1) et g (1) = f (a). Donc pour 0 < a < 1, on a bien f (0) > f (1) puisque f
est décroissante sur I et g (0) < g (1).

Intéressons nous maintenant aux éventuels points fixes pour g sur l’intervalle I = [0 ; 1].

Étude des points fixes de g = f ◦ f

1. Il est assez clair que l’unique point fixe pour f sur I est un point fixe pour g sur I :

L est un point fixe pour f surI ⇐⇒ f (L) = L

⇐⇒ f ( f (L)) = f (L) = L

⇐⇒ g (L) = f (L) = L

2. Par contre il pourrait exister d’autres points fixes pour g qui ne le serait pas pour f !

3. Soit L un point fixe de g . Alors,

g (L) = L ⇐⇒ f ( f (L)) = L

=⇒ f ◦ f ( f (L)) = f (L) par composiƟon par f .

⇐⇒ g ( f (L)) = f (L)

⇐⇒ f (L) est un point fixe pour g .

4. Conclusion

(a) Tout point fixe pour f est un point fixe pour g .

(b) Si L est un point fixe pour g , alors f (L) est aussi un point fixe pour g .

RésoluƟon de g (L) = L

g (L) = L ⇐⇒ eeL ln(a) ln(a) = L

⇐⇒ eL ln(a) ln(a) = ln(L)

⇐⇒ f (L) ln(a) = ln(L)

⇐⇒ ln(a) = ln(L)

f (L)
car f (x) > 0 pour tout x ∈ [0 ; 1]

⇐⇒ ln(L)

f (L)
− ln(a) = 0

⇐⇒ L est un antécédent de 0 pour la foncƟon x ∈]0 ; 1[−→ ln(x)

f (x)
− ln(a).

Il suffit donc, pour montrer l’existence de point fixe pour g , de montrer qu’il existe des antécédents

de 0 pour la foncƟon k : x ∈]0 ; 1[−→ ln(x)

f (x)
− ln(a).
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Étude de la foncƟon k : x ∈]0 ; 1[−→ ln(x)

f (x)
− ln(a)

Pour tout x ∈]0 ; 1[,

k ′(x) =
1

x
f (x)− ln(x) f ′(x)

f (x)2 +0

=
1

x
f (x)− ln(x) ln(a) f (x)

f (x)2 car f ′(x) = ln(a) f (x)

= 1

x f (x)
× (

1−x ln(x) ln(a)
)= k ′

1(x)

k ′
2(x)

·

Pour tous x ∈]0 ; 1[ et a ∈]0 ; 1[, on a k ′
2(x) = x f (x) > 0.

Par contre le terme k ′
1(x) = (1−x ln(x) ln(a)) peut éventuellement changer de signe.

Étude de la foncƟon k ′
1 : x ∈ ]0 ; 1[−→ 1−x ln(x) ln(a)

Le tableau de variaƟon de ceƩe foncƟon est ci-dessous :

x

(k ′
1(x))′

k ′
1(x)

0 e−1 1

− 0 +

11
1+ ln(a)

e
1+ ln(a)

e

11

Le signe de k ′ dépend donc du signe du nombre

k ′
1(e−1) = 1+ ln(a)

e

{
≥ 0 si a ∈ [e−e ; 1[

≤ 0 si a ∈ ]0 ; e−e ].

Considérons maintenant a ∈ ]e−e ; 1[ (Possibilité de convergence pour (un) (8)).
On a k ′(x) > 0 pour tout x ∈ ]0 ; 1[, d’où le tableau de variaƟon pour la foncƟon k :

x

k ′(x)

k(x)

0 1

+

−∞−∞

− ln(a)− ln(a)

D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe une unique soluƟon dans l’intervalle ]0 ; 1[ à
l’équaƟon k(x) = 0 (car − ln(a) > 0) (9).

Ainsi g possède un unique point fixe qui est l’unique point fixe pour f sur ]0 ; 1[. De plus, ce point
fixe est aƩracƟf.

Considérons maintenant nos deux sous-suites paires et impaires associées à (un) :

(vn) définie par
{

v0 = u0 = a ∈ ]0 ; 1[
vn+1 = g (vn) = u2n

et (wn) définie par
{

w0 = u1 = f (a) ∈ ]0 ; 1[
wn+1 = g (wn) = = u2n+1
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I =]0 ; 1[ est un intervalle stable pour g .
g étant croissante sur I , les sous-suites (vn) et (wn) sont monotones et bornées (puisque I est stable
pour g ).

Toutes deux convergent donc vers l’unique point fixe aƩracƟf pour g , et finalement il en est de
même pour (un).

2.4. Conclusion au problème 3

L’empilement infini suivant aaa···
représente bien unnombre réel pour e−e < a ≤ ee−1

, avec e−e ≈ 0.066
et ee−1 ≈ 1.445. Pour a = e−e l’existence de l’empilement n’a pas été déterminé.

Pour les autres cas, ceƩe écriture n’est pas représentaƟve d’un nombre réel.

3. Conclusion

Dans cet arƟcle, pour chacun des trois empilements donnés, le but a été de chercher pour quelles
valeurs de a, avec a > 0, l’empilement considéré est bien défini au sens mathémaƟque, c’est à dire qu’il
existe un nombre se cachant derrière l’expression.

Les 3 empilements ont été étudiés au travers de leur modélisaƟon sous la forme de suites récurrentes
d’ordre 1, pour laquelle une méthode exhausƟve permet de déterminer la convergence ou non d’une
telle suite :

Pour le premier empilement √
a +

√
a +

√
a +p

a + . . . ,

on a montré la convergence de la suite associée pour tout a > 0 vers le nombre L ci-dessous :√
a +

√
a +

√
a +p

a + . . . = L = 1+p
1+4a

2
·

Pour le second empilement,
a + 1

a + 1

a + 1

a + 1

a + . . .

,

on a montré la convergence de la suite associée pour tout a > 0 vers le nombre L ci-dessous :

a + 1

a + 1

a + 1

a + 1

a + . . .

= L = a +
p

a2 +4

2
·

Enfin, pour le dernier empilement,
aaaa···

1. Pour a ∈ ]e−e ; 1[ , on a l’existence d’un unique point fixe L avec 0 < L < 1 et la convergence de la
suite (un) associée, donc l’empilement est bien défini et sa valeur vaut L.

2. Pour a ∈
]

1;ee−1
]
, on a l’existence de deux points fixes L1 et L2 avec 1 < L1 < e1 < L2 et la conver-

gence de la suite (un) associée, cependant on a vu que seul L1 pouvait être la limite de la suite
car L2 est supérieur à la limite de a = ee−1

qui est le plus haut terme de l’intervalle. De ce fait,
l’empilement pour a ∈

]
1;ee−1

]
converge vers L1.
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3. Pour a > ee−1
et a < e−e , il n’y a pas de point fixe ou il y a un point fixe répulsif pour la foncƟon f ,

donc la suite est divergente, de ce fait, pour ces valeurs, l’empilement n’a pas de sens mathéma-
Ɵque.

4. Pour a = 1, l’empilement vaut 1, et pour a = e−e l’existence de l’empilement n’a pas été déterminé.

3.1. Piste à creuser

Pour ce qui est des potenƟelles pistes pour aller plus loin dans la recherche, il serait intéressant d’es-
sayer de déterminer si la suite récurrente représentant le deuxième empilement possède une limite
pour des a négaƟfs, mis à part pour le cas a =−1. Il serait aussi judicieux de déterminer pour le 3ème
problème, si pour a = e−e , l’empilement existe, car c’est le seul cas non traité.

Notes d’édiƟon

(1) A priori, il faut aussi montrer que (un) est minorée par u0. C’est bien le cas car il est montré à
l’étape 4 que (un) est croissante.

(2) La foncƟon f étant croissante, un+2−un+1 = f (un+1)− f (un) a le même signe que un+1−un pour
tout n ≥ 0, donc un+1−un a un signe constant et la suite est monotone; elle est croissante si u1 ≥ u0.

(3) Avec f décroissante, un+1 −un et un+2 −un+1 sont de signes opposés donc la suite n’est pas
monotone. Par contre, comme expliqué juste après, les suites (u2n) et (u2n+1) s’obƟennent par la ré-
currence définie par la foncƟon g = f ◦ f et ceƩe foncƟon est croissante, donc elles sont monotones	;
leurs monotonies sont contraires car u2n+2 −un et u2n+3 −u2n+1 = f (u2n+2)− f (un) sont de signes
opposés.

(4) La vérificaƟon que l’équaƟon g (L) = a + 1
a+ 1

L

= L est équivalente à L2 −aL −1 = 0 est laissée au
lecteur.

(5) Il n’a pas encore été montré que l’empilement converge pour a = e1/e (voir note 7). Plus sim-
plement, lorsque 1 ≤ a ≤ e1/e , il est montré à l’étape 3 que l’intervalle I = [1; e] est stable par f et,
comme u0 = a ∈ I , on a 1 ≤ un ≤ e pour tout n ≥ 0. Si a < e1/e , on a L2 > e donc la suite ne peut pas
converger vers L2.

(6) La définiƟon de “aƩracƟf” [ou “répulsif”] est plutôt qu’il existe un voisinage VL de L (au moins
un peƟt intervalle ouvert contenant L) pour lequel la propriété 1 [ou 2x] qui suit est vérifiée, et les
condiƟons sur la dérivée sont plutôt des condiƟons suffisantes. Elles permeƩent de majorer [ou de
minorer] |un+1 −L| en foncƟon de |un −L| lorsque un est suffisamment proche de L.

(7) CeƩe conclusion s’applique encore au cas limite a = e1/e . Alors, avec L = e, f ′(L) = 1/lnL = 1
donc on ne peut plus dire que le point fixe L est aƩracƟf, mais on a toujours que f est croissante et
que l’intervalle I est stable, avec u0 ∈ I , ce qui suffit à impliquer que la suite est monotone et bornée,
donc convergente.

(8) Rappelons qu’on a écarté au § 2.3.2 le cas a < e−e où la suite diverge car alors le point fixe de f
est répulsif.

(9) C’est le fait que k est strictement croissante qui implique que la soluƟon de k(x) = 0 est unique.
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