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Ils sont six élèves de 3° et de 4° du collège Victor
Hugo de Noisy-le-Grand et du collège Condorcet de
Pontault-Combault.

Ils s'appellent David, Sébastien, Mustapha, Siek-Hy,
Nala, Ameer.

Ils cherchent quelle est la plus grande aire d'un quadri-
latère dans un cube.

Ils ont fait la maquette d'un cube pour illustrer leur
e x p o s é .Pour leurs démonstrations, ils ont uti lisé le
théorème de Pythagore et de Thalès, ce qui fait que
nous n'avons pas compris parce que nous sommes des
6°.

notre objectif

Parmi tous les quadri latères que l'on peut
mettre dans un cube, quel est le celui dont
l'aire est la plus grande ? En particulier, quel
est le plus grand carré ?

Dans un premier temps, nous avons tenté de
mettre à l'intérieur d'un cube de côté 5 cm
d i fférents carrés ayant un côté supérieur
à 5 cm. En effet, il  clair que tout carré de
côté 5 cm rentrera aisément dans de nom-
breuses positions. A l'aide de ces manipula-
tions, nous sommes parvenus à établ i r un
encadrement de la longueur maximale du
côté du plus grand carré qui puisse rentrer
sans déborder. Si c est la longueur d'un tel
carré, alors on a : 5,3 ≤ c ≤ 5,5.

Nous n'avons pas réussi à améliorer cet enca-
drement car notre disposi ti f expérimental
était trop imprécis. Nous avons donc décidé
de travai ller sur des représentation en pers-
pective cavalière.

Nous avons considéré des cubes de côté 1
unité. Nous avons exploré divers quadrila-
tères dont les sommets sont sur les arêtes du
cube. Les deux groupes de recherche ont étu-
dié une configuration semblable de manière
assez différente.

[NDLR : nous présentons ci-après les deux
manières d'approcher la question, le texte
n'étant d'ailleurs pas présenté sous le même
ti tre, ni  avec le même énoncé de sujet …
Commençons avec le collège Condorcet.]

Quel est le plus grand carré qui tienne dans
un boite cubique sans dépasser ?

une première configuration
expérimentation : nous avons essayé de trou-
ver la meilleure position dans un cube en car-
ton. Nous avons placé un rectangle dans un
cube de manière à ce que 2 côtés opposés du
rectangle soient parallèles aux diagonales des
faces opposées du cube et de manière à ce
que les sommets du rectangle soient sur les
arêtes du cube.
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Expression de SH en fonction de HL :

Nous recherchons une formule permettant de
calculer SH en fonction de HL pour détermi-
ner S H tel que le rectangle H L M S soit un
carré. Nous donnons une longeur à H L e t
nous recherchons H B dans le triangle B H L
rectangle isocèle en B ; d'après le théorème
de Pythagore on a :

HL2 = HB2 + BL2 donc HL2 = 2HB2

d'où HB2 =  HL2 / 2
HB =√ (HL2) = HL / √2

Le côté du cube [A B] fait 1 unité. H est un
point de [A B]. Grâce à la formule ci-dessus,
nous pouvons calculer AH :

AB – HB = AH
AH = 1 – HL / √2

Nous recherchons R H dans le triangle R A H
rectangle isocèle en A d'après le théorème de
Pythagore :

AH2 + AR2 = RH2 donc  RH2 = 2 AH2

d'où  RH2 = AH2 × 2

Puis nous recherchons S H dans le triangle
R H Srectangle en R. D'après le théorème de
Pythagore et sachant que RS= 1  on a :

RH2 + RS2 = SH2 donc RH2 + 12 =  SH2

Formule pour calculer SHà partir de HL :

SH2 = RH2 + RS2

SH2 = RH2 + 12

SH2 = 2 × AH2 + 12

or AH = AB– HB
AH = 1 – HB

SH2 = 2 × (1 – HB)2 + 12

SH2 = 2 × (1 – HL / √2)2 + 12

re c h e rche pro g ressive de SH en fonction de
HL : nous recherchons maintenant HL tel que
le quadrilatère HLMS soit carré donc tel que
HL = SH. En faisant différents calculs de SH
en fonction de H L on remarque que si  H L
augmente SHdiminue et si HL diminue alors
SHaugmente. On part donc de HL = 1 — car
on cherche un carré de côté plus grand que 1
— on calcule la valeur correspondante de SH,
puis on prend une valeur arrondie de S H
comme valeur de HL et on calcule à nouveau

SH. En réitérant ce procédé jusqu'à ce que la
calculatrice donne le même affichage pour
H L et S H, on se rapproche de la valeur qui
convient.

On obtient donc
la valeur appro-
chée

HL ≈ SH≈
1,060660172

recherche de la valeur exacte de HL :

A partir de la formule 
donnant S H en fonc-
tion de HL, on cherche à déterminer la valeur
pour laquelle SH= HL. Posons HL = SH= x. 

En cal cul ant l a val eur approchée
x ≈ 1,060660172 on retrouve la valeur précé-
dente. [NDLR : cet encadrement est cohérent
avec l'encadrement expérimental obtenu page
précédente (45).]
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autres configurations

Méthode utilisée : cette deuxième méthode
consiste à placer un quadrilatère dont 2 som-
mets opposés sont sur 2 sommets opposés du
cube et dont les deux autres sommets parcou-
rent deux arêtes verticales ne contenant pas
les deux sommets opposés du cube,  et à
essayer d'en extraire le plus grand carré.

Le quadrilatère est un rectangle :le rectangle
est placé de manière à ce que ses q u a t re
sommets soient sur lessommets du cube.  

Le plus grand carré
qui a été extrait de ce
rectangle, a ses deux
côtés opposés confon-
dus avec l es côtés
opposés du rectangle
et a un côté égal à
l'arête du cube.

Le quadrilatère est un losange : le losange
est placé de manière à avoir deux sommets
placés aux mi lieux des arêtes opposées du
cube. Le plus grand carré qui a été extrait de
ce losange, a sa diagonale confondue avec la
petite diagonale du losange [ST] et a un côté
égal à l'arête du cube.

Le quadr i latère est un paral lélogramme :
nous avons pris une position intermédiaire
entre le losange et le rectangle. C'est-à-dire
que nous faisons varier la position des deux
autres sommets en longueur de manière à ce
que ces sommets soient entre le mi lieu de
l'arête et le sommet du cube.

L e carré qui  a été
extrai t de ce parallé-
logramme a ses deux
côtés opposés con-
fondus avec les côtés
opposés du parallélo-
gramme. Le plus
grand carré trouvé

par cette méthode a un côté supérieur à l'arête
du cube.
(Note : pour cette deuxième partie les résultats ont été
constatés, des calculs permettent de montrer que parmi
les parallèlogramme ASC'Ton peut en trouver un sur
lequel on peut construire un carré dont le côté est plus

grand que 1. On peut conjecturer qu'il existe une posi-
tion des sommets S et T telle que le carré tracé sur le
parallélogramme A S C ' Tsoit au moins le même que
celui trouvé par la première méthode.)

[NDLR : au tour du collège Victor Hugo …]

un rectangle

• Construction de la figure : nous avons placé
les quatre sommets H, L, M et Sde telle sorte
qu'ils soient tous à la distance x des sommets
du cube.

H est placé sur (A B) de
la même manière que L
sur (BC). On a BH/HA =
B L/L C. Donc, d'après la
réciproque du théorème
de Thalés, l es droi tes
(A C) et (H L) sont paral-
lèles. 

[Et de plus HL/AC= BH/BA.] 

De manière identique, on démontre que les
droites (S M) et (V T) sont parallèles [et que
S M/V T = U S/U V]. (V T) et (A C) étant paral-
lèles, on a (HL) et (SM) qui sont parallèles [et
de même l ongueur : S M/V T = U S/U V =
BH/BA = HL/AC]. 

Le quadrilatère SMLH est donc un parallèlo-
gramme.

• Calcul  de L H : on util ise le théorème de
PythagoredansletriangleBLH rectangle en B.
On a : HL2 = BH2 + BL2 = 2BH2
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• Calcul de S H : on uti lise le théorème de
Pythagore dans le triangle L C T rectangle en
C. On a : LT2 = LC2 + CT2

LT2 = x2 + 12

LTM est un triangle rectangle en T car (MT)
est perpendiculaire à la face B C T W; donc
(MT) est perpendiculaire à (LT).

LM2 = MT2 + LT2

LM2 = x2 + 1 + x2

LM2 = 2x2 + 1

• Nous avons prouvé qu'en fait, les quadrila-
tères ainsi  construits sont toujours des rec-
tangles : prouvons que HLMSest bien un rec-
tangle. Pour cela on extrait le trapèze MTBH
afin de pouvoir calculer la diagonale de notre
parallélogramme HLMS.

[Soit M' le point du segment [A B] tel que
M'B = x.] On utilise le théorème de Pythagore
dans le triangle MHM' rectangle en M'. On a :

MH2 = MM'2 + HM'2

MH2 = (√2)2 +HM'2

qui permet de calculer MH2. Pour calculer la
seconde diagonale, on extrai t l e trapèze
SULC. Ce trapèze est superposable au précé-
dent et donc M H = S L.. Le quadri l atère
S H L Mest donc un rectangle car ses diago-
nales sont égales.

• Pour quelle valeur de x a-t-on un carré ? Il

suffit de résoudre l'équation :

c'est-à-dire 2 x2 + 1 = 2 (1 - x) 2

c'est-à-dire 2 x2 + 1 = 2 ( 1 - 2 x + x2)
c'est-à-dire 2 x2 + 1 = 2 - 4 x + 2 x2

c'est-à-dire 4 x = 2 - 1

Donc x = 1/4. Il existe donc une unique posi-
tion du quadrilatère SHLM permettant d'obte-
nir un carré.

• Calcul de l'aire de ce carré. Si x = 1/4 alors 

On a donc :

L'aire du carré est  donc :

• Aire des rectangles ainsi  obtenus : nous
avons calculé d'une manière plus générale
l 'ai re a des rectangles S H L Men fonction
de x :

x varie entre 0 et 1. Nous pensons que cette
aire sera maximale lorsque x sera nul :

Si x = 1, alors  a= 0

LT = 1 + x2

LM = 2 x2 + 1
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Si x = 0, alors

a≈ 1,4142136
Nous sommes en train d'explorer d'autres
quadrilatères en util isant cette méthode. En
particulier, nous avons obtenu un losange que
nous allons tenter de modifier pour obtenir un
carré.

un losange

Dans le triangle E D A rectangle en E, on a
d'après le théorème de Pythagore :

c'est-à-dire

DA = AB = BC = DC car les triangles DEA,
B G C, B H A et C F D sont superposables. Le
quadrilatère A B C Dest donc un losange. Ce
n'est pas un carré. En effet, ses diagonales ne
sont pas de la même longueur.

• Calcul de DB
DB = EH car DEHB est un rectangle.
EH = √2 car c'est la diagonale d'un carré de
côté 1. Donc DB = √2

• Calcul de CA
On uti lise Pythagore dans le triangle C G A
rectangle en G. On a :

Donc CA≠ DB
• Calcul de l'aire adu losange ABCD

a≈ 1,2247449

Voici un dernier exemple de polygone régu-
l ier que nous avons placé dans un cube :
l'hexagone régulier.

Les points I, J, K, L, M et N sont les milieux
des côtés respecti fs [B C] ; [C G] ; [G H] ;
[H E] ; [E A] et [A B]. Par Pythagore dans le
triangle ICJ rectangle en C, on a :

Puisque I, J, K, L, M et N sont les milieux des
côtés du cube, on a :

IJ = JK = KL = LM = MN = NI. 
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De plus, les côtés opposés sont parallèles car
symétriques par rapport au centre O du cube,
ce qui prouve que IJKLMN est bien une figu-
re plane possédant 6 côtés égaux. Elle est
convexe c'est donc un hexagone r é g u l i e r.
[NDLR : pour aff irmer qu'i l est régulier, i l
faudrai t aussi s'assurer que les angles entre
deux côtés sont bien toujours les mêmes.]

• Calculons l'aire de cet hexagone .

On extrai t un triangle équi latéral  O L K.
[NDLR : ce triangle est évidemment isocèle,
il est équilatéral parce que le côté de l'hexa-
gone — peut-être régulier, on n'a encore pas
prouvé qu'il l'est, mais on sait que ses côtés
sont tous de même longueur — vaut √2/2,
c'est-à-dire la moitié de la diagonale d'une
face du cube, longueur égale à OL et à OK ;
du coup, l'hexagone est effectivement régu-
lier, l'angle entre deux côtés consécutifs étant
toujours de 120 °.] On calcule son aire :

On utilise le théorème de Pythagore dans le
triangle OPK rectangle en P. On a :

ainsi,

c'est-à-dire

L'aire de l'hexagone est donc : 

c'est-à-dire . 

Si on compare les aires des 4 polygones que
nous avons étudiés, on obtient le classement
suivant (de la plus petite aire à la plus gran-
de) :

a = 
LK × OP

2

OK2 = PK2 + OP2

OP2 = OK2 – PK2

OP2 = 2
2

2
 – 2

4
2

OP2 = 1
2

 – 1
8

 = 3
8

a = 2
2

 × 3
8

 × 1
2

a = 3
8

6 3
8

3 3
4

• l'aire du carré : 1,125

• l'aire du losange : 6
2

 ≈ 1,225

• l'aire de l'hexagone : 3 3
4

 ≈ 1,299

• l'aire du rectangle : 2 ≈ 1,414
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