En un pli, comment plier un triangle
afin d'obtenir une aire minimale de la partie non superposée ?
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I. Problématique

On plie un triangle en deux et on obtient un polygone.

Notre sujet consiste a trouver une facon de plier un triangle quelconque afin que la partie non
recouverte du polygone obtenu aie une aire minimale.

II. Premieres intuitions

Au début, nous avons remarqué qu’avec un triangle isocéle, il suffit de le plier suivant son axe de
symétrie. L'aire de la partie restant est alors égale a 0. En effet, un triangle isocele admet un axe de
symétrie qui est la bissectrice de I'angle formé par les deux c6tés de méme mesure.
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Nous nous sommes donc intéressés aux 3 bissectrices du triangle.

Dans un premier temps, nous avons pensé que plier suivant la bissectrice de I'angle le plus aigu d’un
triangle permettrait de répondre a la question. Mais nous avons trouvé un contre-exemple : dans un
triangle rectangle-isocele, I'axe de symétrie est la bissectrice de I'angle droit.




Nous avons donc poursuivi nos recherches et avons pensé a la bissectrice de I'angle formé par les
deux cotés les plus proches en longueur. Nous avons fait des essais sur logiciel de géométrie
dynamique Géogébra. Nous étions presque satisfaits mais malheureusement on ne savait pas si c’était
vrai dans tous les cas ni comment faire, s’il y a le méme écart entre deux cotés.
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Par exemple, pour le triangle suivant
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Nous avons donc cherché a déterminer une formule permettant de calculer I'aire restante en fonction
de la bissectrice considérée.

III. Détermination de |'expression de l'aire restante minimale

Dans la suite de cet article, on va considérer un triangle ABC quelconque tel que AB =c¢, AC=b et
BC=aetavecazb2>c

On considere la bissectrice de I'angle ayant pour cotés les deux plus grands.

A

Soit D le point d’intersection de cette bissectrice avec le coté [AB].
Soit A’ le symétrique du point A par rapport a cet axe de symétrie.



Soit h la hauteur des triangles ADC et DA'C (puisque ces triangles sont symétriques, ils possédent des
hauteurs de longueur égale). B

On obtient la figure suivante :

L'aire de la partie restante est donc celle du triangle BDA’ qui s’exprime par

BA'xh . (@a—b)xh
Appar = — D" ou, Apgar = —

Il nous reste donc a rechercher une expression de la hauteur h.

Soit A¢ I'aire du triangle initial ABC.

Ona: At =Apac * Aprc
4 2 ACxh BCxh
) 2
A = bXxh 4 axXh
T2 2
(a+b)xh
t=T 5
. . . s . 2 X A;
Ainsi, on obtient la hauteur h en fonction de l'aire du triangle ABC: h = —
a
a—b)Xh
De plus,onavuque A, = %
Par conséquent, en remplagant h par sa valeur, on obtient:  Ap,,, = ;b X Ay
+

Récapitulons,
Lexpression de l'aire restante est fonction de la bissectrice

a>b>c envisagée :
Si on considére la bissectrice mettant en jeu les longueurs a et b,
_ a—>b
ona: Arestante - a_-l-b X At

c _. . s . . .
Si on considere la bissectrice mettant en jeu les longueurs b et c,
b—c

ona: Arestante = b+ c X At

Si on consideére la bissectrice mettant en jeu les longueurs a et c,
a—c

a+c
Si on compare les valeurs des coefficients multipliant I'aire du triangle ABC, cela permet
de choisir la bissectrice offrant une aire restante minimale.

ona: Arestante = X Ay

Note



Effectuer ces calculs nous parait un peu fastidieux a effectuer de téte. Nous avons donc recherché un
critére plus simple pouvant nous aider a choisir le meilleur pli.

IV. Choix de la bissectrice : recherche d'un critére plus simple

a—b b-—c ta—c
, e
a+b’  b+c a+c

On désire donc de comparer les coefficients suivants :
(avec a>b>c )

a—>b a—c
t

1) On commence par e .
a+b a+c

c b | a—c=>a—>b d"a_c - a-b
omme a c ,alors ou— =2 —
- a+b=>a+c a+c a+b

(car guand on augmente la valeur du diviseur, la valeur du quotient diminue).

2) On compare maintenant b-c et a- C.
b+c a+c

On va s’intéresser au signe de la différence :
a-—c b-—c_(@a-c)b+c) (b-ca+c) ab+ac—ch—c?—ab—bc+ac+c’
at+c b+c (a+co)b+c) (b+o)(a+c) (a+c)(b+c)

a—c b—-c  2ac—2bc  2c(a—Db)
a+c b+c (a+c)b+c) (a+c)b+c)

Donc la différence est du méme signeque a —b,or a>b

a—c a-b
— oYy — > ——2
Donc a—bH>0 d’ou i = 21D
— b—c

3) On compare enfin a-b et .
a+b b+c

Nous allons procéder de la méme maniere.
a—b b-c (a—b)(b+c) (b—c)a+b) ab+ac—b®>—bc—ba—b*+ca+ch
a+b b+c (a+h)(b+c) (b+c)a+b) (a+c)(a+b)

a—c b-c  2ac—2b? 2(ac — b?

a+c_b+c_(a+c)(b+c) " (a+c)(b+0)
Cette expression est du méme signe que ac — b?

4) Conclusion

Dans tous les cas, on écartera la bissectrice mettant en jeu la plus

petite et la plus grande des longueurs du triangle (ici, a et c)

a—b b-c

=

a+b b+c

¢ On choisira la bissectrice passant par le sommet

commun des deux plus petites longueurs du triangle.
a—b b-c

<
a+b ™ b+c

On choisira la bissectrice passant par le sommet

commun des deux plus grandes longueurs du triangle.

a>b>c

Siac —b? > 0alors

A Siac—b? < 0alors




V. Application
1) Reprenons I'exemple déja cité :
8 ¢ e On choisira la bissectrice passant
par le sommet commun des deux plus

grandes longueurs du triangle.

3
5 VB 4 \‘A/

C,

ac—b*=5%x3—-42=15-16=—1

5
Donc ac—h?<0
C
2) 2" exemple :
a _xc On calcule ac—b*=5%x32—-4*=16—-16=0

A On a alors deux solutions :

B X

VI. Bilan

Dans un triangle de longueurs a, b et c (tel que a > b> ¢), pour obtenir I'aire minimale de la partie
non superposée apres un seul pliage, nous nous sommes intéressés aux bissectrices de ce triangle.

On a vu que l'on peut écarter celle comprise entre la plus petite longueur et la plus grande.

Puis, en fonction d’un critére trés simple (le signe de ac — b*) on peut choisir la bissectrice
permettant d’obtenir une surface restante minimale.

Intuitivement, nous pensons avoir résolu le probleme. Mais il reste a prouver que tous les autres

pliages sont moins performants que celui d’une bissectrice.
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Les éleves avaient écrit ce texte de présentation pour le site Mathenjeans :

Dans un triangle de longueurs a, b et c (tel que a>b>c, inégalité non stricte), pour obtenir I'aire minimale de la partie
non superposée apres un seul pliage, nous nous sommes intéressés aux bissectrices de ce triangle.

On a vu que I'on peut écarter celle comprise entre la plus petite longueur et la plus grande.

Puis en fonction d’un critére trés simple, le signe de ac - b2, on peut choisir la bissectrice permettant d’obtenir une

surface restante minimale.
Intuitivement, nous pensons avoir résolu le probleme. Mais il reste a prouver que tous les autres pliages sont moins

. . .
performants que celui d’une bissectrice.
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NOTE

Dans la section lll, a la page 3, aprés avoir établi une formule pour I'aire restante en s’étant placé danslecasa>b >,
a la fin de la section le résultat obtenu est appliqué pour les trois choix possibles de bissectrice, en supposant donc
gu’il est toujours valable.

Il vaudrait mieux rédiger en disant qu’on choisit un sommet et sa bissectrice et nommer a et b les longueurs des cotés

de ce sommet avec a 2 b. Indiquer que la figure est dans le cas a = b > ¢ mais que le raisonnement reste valable.
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